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摘要: 针对多响应的质量设计问题，本文结合似不相关回归( seemingly unrelated regression，

SUＲ) 模型与因子效应原则提出了一种新的建模与优化方法． 该方法不仅结合 SUＲ 模型与因

子效应原则筛选出各响应模型的显著性变量，而且运用多变量过程能力指数衡量了过程能力

满足规格要求程度的水平． 此外，该方法还通过贝叶斯抽样技术考虑了模型参数不确定性和预

测响应值波动对优化结果的影响． 首先，在 SUＲ 模型中针对每个变量设置了一个二元变量指

示器以考虑因子效应原则，通过所构建的混合二元变量指示器修正了过程响应和试验因子之

间的函数关系; 其次，通过计算混合二元变量指示器和模型结构的后验概率以识别显著性变

量，从而确定最佳的模型结构; 然后，在此基础上结合贝叶斯抽样技术构建了一种新的多变量

过程能力指数，并通过最大化所构建的多变量过程能力指数获得了最佳的参数设计值; 最后，

实际案例研究表明: 本文所提方法不仅能够有效地筛选出多响应过程的显著性变量，而且能够

获得最佳的参数设计值．
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0 引 言

产品质量不仅是企业的生命线，更是在全球

市场上赢得顾客的关键，因此连续性质量改进已

经成为世界各大企业永恒追求的目标． 现代质量

工程的主流观点认为: 波动是导致产品产生质量

问题的根本原因． 因此，为了改进和提高产品质

量，必须最大限度地减小和控制围绕设计目标值

的波动． 如何减小或控制产品实现过程中的波动，

已经成为连续质量改进活动的核心内容［1］． 质量

设计应用于产品形成的早期阶段，能够从源头上

查找导致产品产生缺陷的原因，因此通常认为在

产品设计阶段实施质量改进活动是最具有生产效

率和成本效益的生产管理方法［2］． 近年来，产品

设计趋于复杂化，顾客需求层次也呈现多样化，在

产品的质量设计过程中往往需要同时考虑多个质

量特性［3］，因此考虑多质量特性的优化设计在连

续质量改进活动中显示出越来越重要的作用与

地位［4］．
响应曲面方法涉及统计试验与数据分析、模

型构建方法以及数值优化技术等一系列的连续质

量改进方法或技术［5］． 响 应 曲 面 方 法 ( response
surface methodology，ＲSM) 已经广泛地应用到产

品或过程的连续质量改进活动中，成为了工业试

验的核心［6］． 因此，基于 ＲSM 的多质量特性优化

设计方法已引起众多研究者的关注，并取得了一

系列新的研究成果［4］． 通常来说，以质量设计为

基础的连续质量改进活动主要由变量筛选、响应

建模和参数优化三个阶段所构成［7］． 在变量筛选

阶段，研究者旨在通过科学的试验设计，筛选出响
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应曲面模型的显著性变量，从而为后续的响应曲

面模型构建奠定坚实的基础． 著名统计学家 Wu
和 Hamada［8］在其经典著作《试验计划、分析与参

数设计优化》中指出“因子效应原则( 效应稀疏原

则、效应排序原则以及效应遗传原则) 能够评判

因子设计结构的合理性，是否考虑了因子效应原

则是区分一般回归问题与试验设计问题的关键，

因此考虑因子效应原则的变量筛选对提高产品或

过程的设计质量具有重要的意义”． 在响应建模

阶段，研究者旨在通过响应曲面模型反映试验因

子与多质量特性之间的函数关系． 然而，正如著名

统计学家 Box 等［9］所言“所有的模型都是错误

的，但是有些模型是有用的”． 传统的响应曲面建

模方法往往忽略模型参数［10］或模型结构的不确

定性［11］以及响应预测值的波动问题［12］，不仅可

能导致得到不科学的研究结果，而且将极大地降

低了试验结果的可重复性． 在参数优化阶段，研究

者旨在通过构建稳健可靠的目标函数和高效的优

化算法，寻求一组最佳的参数设计值，使得多个质

量特性同时满足设定的目标值． 多优化目标之间的

冲突、多响应过程的稳健性度量以及优化结果的可

靠性已成为该阶段需要重点考虑的研究问题． 上述

三个阶段的质量设计问题往往相互叠加、相互影

响，通常会造成响应预测值与设计目标值之间存在

较大的波动． 然而，以往的研究往往关注于其中某

个阶段的问题，未能从连续质量改进的视角全面地

系统考虑上述多质量特性的质量设计问题． 为此，

本文将在 SUＲ 响应曲面的贝叶斯建模与优化框架

下，首先，结合因子效应原则筛选出显著性的模型

变量; 然后，在此基础上运用贝叶斯抽样技术构建

多变量过程能力指数; 最后运用混合遗传算法对所

构建的贝叶斯多变量过程能力指数进行参数优化，

从而获得产品或过程的最佳参数设计值．

1 国内外研究现状及分析

近年来，随着以质量设计为基础的连续质量

改进活动在企业中广泛应用和推广，以响应曲面

建模为主的质量设计问题引起一些研究者的广泛

关注和重视． 在响应曲面模型变量的筛选阶段，一

些学者提出了一系列新颖的研究方法． 例如，Be-
attie［13］针对超饱和试验设计，在随机搜索的基础

上，结合贝叶斯因子方法提出了一种两阶段的因

子筛选方法． Song 等［14］针对因子数远大于试验次

数的超高维试验设计，提出一种基于随机近似蒙

特卡洛( stochastic approximate Monte Carlo，SAMC)

算法的两阶段贝叶斯变量选择方法． 该方法首先

将高维数据切割成许多子集，从每个子集中筛选

因子，然后将筛选出的因子进行汇总，从中识别出

显著性因子． 针对非正态响应的部分因子试验，当

筛选试验所涉及的因子数目较大时，汪建均和马

义中［15］提出基于广义线性模型( generalized linear
models，GLM) 的贝叶斯变量选择与模型选择方

法． 该方法通过经验贝叶斯先验考虑了模型参数

不确定性的影响，然后在广义线性模型的线性预

测器中对每个变量设置一个二元变量指示器，在

此基础上建立起变量指示器与模型指示器之间的

转换关系，然后利用变量指示器与模型指示器的

后验概率来识别显著性因子与选择最佳模型． 上

述方法虽然都筛选出了模型的显著性变量，但是

在因子筛选或变量选择过程中忽略了因子效应原

则的影响． 因此，上述研究结果往往只是统计意义

上的显著，所获得研究结果可能并不符合试验设

计的因子效应原则． 为此，一些学者在进行响应曲

面建模时考虑因子效应原则以便筛选出更加符合

实际的显著性变量． 例如，针对含有复杂别名的试

验设计问题，Chipman 等［16］在一般回归模型基础

上考虑因子效应原则，并运用贝叶斯变量随机搜

索方法来识别显著性因子，提出了一种新的贝叶

斯变量选择方法． 针对两水平的部分因子试验设

计问题，Bergquist 等［17］在响应曲面建模过程中依

次考虑效应稀疏原则、效应层次原则和效应遗传

原则，提出了一种新的贝叶斯变量选择方法． 针对

含有复杂别名结构的非正态响应部分因子试验，

汪建均等［18］在广义线性模型的框架下将因子效

应原则融入到了模型参数的先验信息之中，提出

了一种多阶段的贝叶斯变量选择方法． Noguchi
等［19］提出了一种改进的贝叶斯 LASSO ( least ab-
solute shrinkage and selection operator，LASSO) 方

法． 该方法将效应遗传原则和效应层次原则加入

LASSO 模型，并利用马尔科夫蒙特卡罗( Markov
chain Monte Carlo，MCMC) 方法计算了各因子和

模型结构的后验概率． Taylorrodriguez 等［20］ 提出

考虑因子效应遗传原则的贝叶斯变量选择方法．
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该方法为模型空间设定不同的先验，并利用 MH
算法搜索符合遗传效应原则的模型． 针对单个质

量特性的稳健参数设计问题，欧阳林寒等［21］考虑

了模型参数以及模型结构不确定性的影响，结合

贝叶斯模型平均方法考虑了因子效应原则，从而

获得更加符合实际、更为精确的响应曲面模型． 上

述研究往往只涉及到单响应情形下的变量筛选问

题，很少涉及到多响应的变量筛选以及后续的响

应曲面建模与参数优化问题．
在响应曲面模型构建过程中，模型参数和模

型结构的不确定性以及响应预测值的波动问题引

起一些研究者广泛的兴趣和普遍的关注． 针对模

型参数和模型结构不确定性，研究人员通常运用

置信区间或贝叶斯方法开展相关的研究． 例如，针

对多响应优化中模型的不确定性问题，He 等［11］

通过拟合响应曲面模型的置信水平考虑了模型不

确定性对优化结果的影响，从而构建出了一种解

决多响应曲面优化问题的稳健理想函数． 该方法

由于考虑模型预测结果的不确定性，因此能够在

实践中获得比传统理想函数更为可靠的优化结

果． 针对多响应优化设计的问题，Ouyang 等［22］运

用多响应的预测区间考虑了模型不确定性的影

响，提出了一种新的质量损失函数． 该方法不仅克

服了传统质量损失函数忽视模型不确定性对研究

结果的影响，而且所提的优化策略能够适应不同

的特殊情形( 如不考虑模型不确定性的最佳策略

以及考虑模型不确定性的稳健性保守策略) ． He
等［23］通过置信区间考虑模型的不确定性影响，并

运用稳健的模糊规划方法同时考虑了多响应曲面

优化过程所涉及到的位置效应、散度效应以及模

型不确定性等问题，从而确保了研究结果的稳健

性． 针对多响应优化问题，Ouyang 等［24］考虑模型

参数的不确定性以及实施误差( 即参数设计值难

以在实际操作中准确无误地实施) ，提出一种新

的质量损失函数． 针对多响应的优化问题，张旭涛

和何桢［25］考虑考虑响应间相关性和可控因子波

动的影响，提出了一种基于似无关回归的多元稳

健损失函数方法． 该方法不仅利用似不相关回归

模型考虑响应间的相关性，而且利用给定点的梯

度信息估计了可控因子波动对过程稳健性的影

响． 针对作用关系复杂且多极值的制造过程，崔庆

安［26］考虑了模型结构的不确定性对优化结果的

影响，运用支持向量机作为复杂作用关系过程的

近似模型，提出了基于支持向量聚类与序列二次

规划的参数全局性优化方法． 在多响应优化设计

中，模型参数的不确定性以及生产过程的噪声因

子不可避免地会导致预测响应值出现较大的波

动． 针对上述的问题，汪建均和屠雅楠［27］结合贝

叶斯抽样技术、帕累托优化策略以及灰色关联分

析方法提出了一种多响应优化设计方法． Chap-
man 等［28］提出一种利用置信区间度量预测响应

值波动的方法，该方法利用随机抽样法得到响应

预测值的置信区间，将该区间端点的最优值作为

响应预测值，同时利用图形显示响应预测值波动

对优化结果的影响． 由于贝叶斯方法能够在建模

过程中有效地利用相关的先验信息和专家知识，

而且能够在后续的建模过程中对以往的先验信息

进行不断地更新和修正，因此贝叶斯方法在不确

定性质量设计( 模型参数、模型结构以及响应分

布等不确定性) 的建模过程中也得到了广泛地应

用． 例如，针对多响应优化问题，Peterson［29］提出

了一种贝叶斯的后验预测方法． 该方法在贝叶斯

建模与优化过程中考虑了试验数据之间的相关结

构、过程分布的变化以及模型参数的不确定性，然

后利用多响应的后验概率分布计算响应预测值满

足所设定质量条件的概率． Miro-Quesada 等［30］扩

展了 Peterson［29］的研究工作，在多响应的后验概

率密度 函 数 中 考 虑 了 噪 声 因 子 的 影 响． 此 外，

Peterson 等［31］考察了多响应之间存在不同协方差

的问题，结合多变量似不相关回归模型进一步改

进以往的研究工作． 上述方法过分关注响应预测

值落在规格限内的概率，却忽视了多元过程的稳

健性［32］． 事实上，在很多情况下仅仅考虑优化结

果的可靠性所获得的参数设计值，其可靠性结果

往往令人满意，然而其质量损失却相当大［7］． 为

此，汪建均等［4］在贝叶斯多元回归模型的统一框

架下，结合多元质量损失函数与贝叶斯后验概率

方法提出一种新的多响应优化方法． 该方法能够

在优化过程中较好地兼顾多元过程的稳健性和优

化结果的可靠性，从而为实现多响应稳健参数设

计提供了各方面( 如多元过程的稳健性、优化结

果的可靠性) 均较满意的优化结果． 此外，Vanli
等［33］在考虑模型参数不确定性的稳健参数设计

时，融入了在线可观测的噪声因子，提出了一种自
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适应的贝叶斯稳健参数设计方法． 该方法旨在通

过在线观察噪声因子的水平，从而不断调节最佳

的输入参数水平．
此外，在参数优化过程中，优化指标的选择对

研究结果的影响至关重要． 针对多响应曲面优化

设计，研究者通常采用维度缩减技术构建一个简

化的综合性能指标，从而将多响应曲面优化问题

转换为单目标优化问题． 在多响应曲面优化设计

中，常 见 的 综 合 性 能 指 标 主 要 有: 理 想 函

数［11，34，35］、质量 损 失 函 数［10，36，37］、马 氏 距 离 函

数、后验概率函数［7 ，29 ，31］以及多变量过程能力指

数［38 － 40］． 多变量过程能力指数不仅考虑过程是否

满足规格要求，而且还考虑过程与目标值之间的

偏差与波动，因此在多响应优化设计中选择多变

量过程能力作为综合性能度量指标能够较好地权

衡产品的符合性与质量损失二者之间的关系． 因

此，一些研究开始尝试运用多变量过程能力指数

来优化多响应优化设计问题． 例如，Amir 等［38］利

用多变量过程能力指数解决非正态响应的优化问

题． Awad 等［39］将多变量过程能力指数作为目标

函数，输入变量的限制条件作为约束，提出一种基

于多变量过程能力指数的多响应优化设计方法．
Ouyang 等［24］利用多变量过程能力指数来评价不

同方法的优化效果．
本文拟在 SUＲ 模型的框架下，结合贝叶斯建

模与优化方法，从变量筛选、响应曲面建模以及参

数优化 三 个 阶 段 开 展 连 续 质 量 改 进． 首 先，为

SUＲ 模型中的各个变量设置二元变量指示器，在

此基础上构建符合因子效应原则的混合二元变量

指示器; 然后利用 MCMC 方法计算混合二元变量

指示器和模型结构的后验概率，从而确定模型中

的显著性变量; 最后，优化多变量过程能力指数获

得最佳的参数设计值．

2 似不相关回归模型的贝叶斯分析

在多响应优化设计中，假设有 m 个响应，各

个响应包含 n 个观测值和 q 个因子效应，则一般

多响应回归模型( SMＲ) 为

Y j = X j β j + e j j = 1，2，…，m ( 1)

其中 Y j 为 n × 1 的响应矩阵; β j 为 q × 1 的回归系

数矩阵; X j 为 n × q 的因子效应矩阵; e j 为 n × 1

的随机误差矩阵，服从均值向量为 0、方差 － 协方

差矩阵为 H 的正态分布，而且 H 为对角阵． 式

( 1) 中随机误差项的方差 － 协方差矩阵为对角

阵，其非对角线元素均为 0，表明该式中的 m 个响

应是相互独立的． 但是在实际生产中，需要解决大

量相关多响应的优化问题． Zellner［41］在 1962 年

首次提出 SUＲ 模型，该模型与 SMＲ 模型最大的

区别在于: 该模型中的每个响应包含的随机误差

项是相关的，即响应之间是相互联系的． 假设需要

考虑 m 个响应模型，每个响应有 n 个观测值和 mj

个解释变量，则 SUＲ 模型的结构如下

Y j = X j β j + εj j = 1，2，…，m ( 2)

其中 Y j 为 n × 1 的响应矩阵; X j 为 n × mj 的因子

效应矩阵; β j 为 mj × 1 的回归系数矩阵; εj 为 n ×
1 的随机误差矩阵． 由于式( 2) 中的随机误差项 εj
不独立，因此满足以下性质

E( εj ) = 0， j = 1，2，…，m

Cov( εi，εj ) =
σ jjIn i = j

σijIn i≠{ j
( 3)

还可将式( 2) 改写为矩阵形式

Y = Xβ + ε， ε ～ N( 0，Σ  I) ( 4)

其中 0 为零矩阵;  表示克罗勒克乘积符号; Σ
为 m × m 的对称矩阵，表示随机误差项的方差 －
协方差矩阵，该矩阵的对角线元素为 { σ2

j ，j = 1，

2，…，m} ，非对角线元素为{ σij，i，j = 1，2，…，m;

i≠ j} ．
根据式( 2) ～ 式( 4) ，可计算出关于 Y 的似然

函数为

L( Y | X，β，Σ ) = 1

( 2π) nm/2 | Σ |
n
2
×

exp － 1
2 tr{ ＲΣ －1[ ]}

( 5)

其中 | Σ | 表示矩阵 Σ 的行列式; tr 表示矩阵的迹

( 主对角线元素之和) ; Ｒ 为 m × m 的矩阵，其元素

为 rij = ( Y i － Xi β i )
T ( Y j － X j β j ) ． 在式( 5) 的基

础上，可求得参数 β 和 Σ 的极大似然估计，比如

Zellner［41］采用迭代的 SUＲ 方法获得了 β 和 Σ 的

参数估计值．
由于贝叶斯方法能够在建模过程中有效地考

虑先验信息或专家知识，因此被广泛地应用到复

杂模型的参数估计与统计推断之中． 近年来，一些
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学者构建了 SUＲ 模型的贝叶斯推断方法． 贝叶斯

的先验分布大体上可分为两类: 无信息先验和共

轭先验，因此 SUＲ 模型的贝叶斯参数估计与统计

推断通常也是从上述两个角度展开分析．
第一类是在对参数信息缺乏了解的情况下，

利用无信息先验作为参数的先验信息，此处倾向

于选择 Jeffrey 无信息先验［42］． 假设参数 β 和 Σ 是

相互独立的，则参数 β 和 Σ 的联合先验分布为

π1 ( β，Σ ) = π1 ( β) π1 ( Σ ) ∝ | Σ | －m+1
2 ( 6)

根据式( 5) 和式( 6 ) ，可以求得参数的联合后验

密度

h1 ( β，Σ Y，X) ∝ | Σ | － ( n+m+1) /2
×

exp － 1
2 tr{ ＲΣ －1[ ]}

( 7)

在参数 β 和 Σ 联合后验密度的基础上，可计算参

数 β 和 Σ 各自的条件后验分布为

h1 ( β | Y，X，Σ ) ∝ N( β
^
，Ω
^

) ( 8)

h1 ( Σ | Y，X，β) ∝ IW( Ｒ，n) ( 9)

其中 IW(·，·) 表示逆威沙特分布，Ｒ 的定义与式

( 5) 中的一致，β
^

和 Ω
^

的表达式如下

β
^ = { XT ( Σ －1  I) X} －1XT ( Σ －1  I) Y

( 10)

Ω
^ = ( XT ( Σ －1  I) X) －1 ( 11)

第二类是在根据过去的经验知识，假设参数

的先验分布与后验分布具有相同的形式，则参数

β 和 Σ 的联合先验分布为

π2 ( β，Σ ) = π2 ( β) π2 ( Σ ) ( 12)

其中

π2 ( β) = N( β0，A －1 ) ( 13)

π2 ( Σ ) = IW( Λ0，ν0 ) ( 14)

根据式( 5) 和参数 β 和 Σ 的先验分布，可推断得

参数 β 和 Σ 的条件后验分布为

h2 ( β | Y，X，Σ ) ∝ N( β，Ω) ( 15)

h2 ( Σ | Y，X，β) ∝ IW( Λ0 + Ｒ，n + ν0 )

( 16)

其中

β
－ = ( X' ( Σ －1  I) X + A) － 1 ×

( X' ( Σ －1  I) Xβ
^ + Aβ0 )

( 17)

Ω = ( X' ( Σ －1  I) X + A) －1 ( 18)

3 结合 SUＲ 模型与因子效应原则
的连续质量改进

3． 1 考虑因子效应原则的 SUＲ 模型

Wu 和 Hamada［8］指出: 因子效应原则通常包

括效应稀疏原则、效应排序原则以及效应遗传原

则，主要用于选择模型的显著性变量． 效应稀疏原

则指模型包含的重要性因子是少数的，可称之为

试验设计的帕累托原则． 效应排序原则认为: 同阶

效应具有相同的重要性; 低阶效应与高阶效应相

比，低阶效应更可能是重要性因子． 因此，当试验

次数有限时，应当优先估计低阶效应． 效应遗传原

则指: 在考虑交互项时，如果该交互项是显著的，

那么它的亲本因子中应该至少有一个是显著的，

即不可能出现没有亲本因子的交互项． 若一个模

型仅有交互项而未包含其亲本因子，则该模型违

背了效应遗传原则，应该将其剔除． 在筛选试验

中，需要筛选出能够解释模型的显著性变量，同时

需要剔除那些拟合效果很好但违反因子效应原则

的模型． 如果将这部分模型用于后续的质量改进

阶段，可能会导致预测模型更加偏离真实模型，从

而影响试验最终的优化结果．
在以往关于变量选择的研究中，大都没有考

虑因子效应原则，通常都是计算各个变量指示器

γyj = { γ1，γ2，…} j = 1，2，…，m 的后验概率来判

断该因子是否显著． 本文借鉴文献的经验［19］，通

过构建混合二元变量指示器来进行因子筛选． 假

设共有 m 个响应，p 个主效应，并考虑其二阶交互

项和平方项，则该混合二元变量指示器如下

γyj =
主效应: γ1，γ2，…，γp

交互效应: γ12 ×γ1 ×γ2，…，γ( p－1) p ×γp－1 ×γp

平方效应: γ12 × γ1，γ22 × γ2，…，γp2 × γ
{

p

j = 1，2，…，m
( 19)

其中 γyj 表示第 j 个响应的一组混合二元变量指

示器向量; γp 表示第 p 个主效应的变量指示器;

γ( p－1) p 表示第 p － 1 个主效应与第 p 个主效应之间

的交互项对应的变量指示器; γp2 表示第 p 个主效

应的平方项对应的变量指示器．

—61— 管 理 科 学 学 报 2020 年 12 月



式( 19) 中的模型结构表明该设定符合效应

排序原则和效应遗传原则． 以交互项为例，该模型

利用三个变量指示器的乘积 γ( p－1) p × γp－1 × γp 来

判断该交互效应是否显著． 如果该交互项的两个

亲本因子中至少有一项为非显著性主效应，即

γp－1 和 γp 中至少有一个值等于 0． 那么该交互项

的变量指示器 γ( p－1) p 等于 1，否则 γ( p－1) p × γp－1 ×
γp 的值仍然等于 0，因此该交互效应将判定为非

显著性因子，符合效应遗传原则的假设． 此外，增

加了 γp－1 和 γp 的约束后，γ( p－1) p × γp－1 × γp = 1 的

可能性要远远小于两个亲本因子的变量指示器

γp－1 = 1 和 γp = 1 的可能性，因此低阶主效应为

显著性因子的概率将远远高于高阶交互效应，这

与效应排序原则的思想保持一致．
在进行变量筛选分析时，通常假设所有的变

量指示器都满足 P( γu = 1) = pu 的 0 － 1 分布，考

虑到效应稀疏原则［18］，本文将所有变量指示器的

先验概率 pu 设为 0． 2． 此外，式( 19 ) 还可被扩展

到包含三阶甚至四阶交互效应的模型． 假设某筛

选试验需要考虑两个主效应 x1 和 x2 ． Chipman
［16］

指出通常一个交互效应的亲本因子由低于该效应

一阶的项所构成． 因此三阶效应的亲本因子由两

个二阶 项 构 成，比 如 x21x2 的 亲 本 因 子 为 x21 和

x1x2 ． 四阶效应的亲本因子包含两个三阶项，比如

x21x
2
2 的亲本因子为 x21x2 和 x1x

2
2 ． 按照上述各阶效

应之间的关系，可重新构建式( 19 ) 中的混合二元

变量指示器，从而筛选出模型的显著性变量．
为了在 SUＲ 模型中更好地融入因子效应原

则，在一 般 SUＲ 模 型 式 ( 4 ) 的 基 础 上，引 入 式

( 19) 中的混合二元变量指示器，从而构建出一种

结合 SUＲ 模型与因子效应原则的新模型

Y = XUγ β + ε， ε ～ N( 0，Σ  I) ( 20)

即

Y1

Y2


Y













m

=

X1 O … O
O X2 … O
   
O O … X













m

×

γy1 O … O

O γy2 … O

   
O O … γy















m

β1

β2


β













m

+

ε1
ε2

ε













m

( 21)

其中 γym 为式( 19) 中的混合二元变量指示器．

本文拟在上述新模型的框架下构建考虑因子

效应原则的贝叶斯变量选择方法． 借鉴一般 SUＲ
模型的第二类贝叶斯分析方法，拟对模型参数采

用一种经验贝叶斯先验． 首先，式( 20 ) 中参数 β
的先验形式采用多变量正态分布，即运用式( 13 )

获得; 然后，式( 20 ) 中参数 Σ 的先验形式采用逆

Wishart 分布，即运用式( 14) 获得． 最后，针对混合

二元变量指示器 γym 采用贝努利( Bernoulli) 分布，

即假设其包含的各个因子效应的变量指示器满足

概率 pj = P( γ j = 1) 的 0 － 1 分布．
由于新模型中加入了混合二元变量指示器，

增加了参数计算的复杂度，从而无法直接得出模

型各参数的封闭后验分布． 因此，本文采用 MCMC
方法动态模拟各参数后验分布的马尔科夫链，利

用各参数的后验样本进行参数估计． 结合以上先

验假设，利用 Ｒ 和 JAGS 软件实现相应的 MCMC
过程，以两个响应为例，其先验形式如下．

从分布 IW( Λ0，ν0 ) 获取 Σ 的先验值

从分布 N( β0，A －1 ) 获取 β 的先验值

gamma1 = ( γ1，γ2，…，γ12，…，γ2
1，γ2

2，…)

for j = 1 to p1 do
从分布 Bernoulli( gamma1［j］) 获取 gamma1［j］的先验值

end for
gamma2 = ( γ1，γ2，…，γ12，…，γ2

1，γ2
2，…)

for j = 1 to p2 do
从分布 Bernoulli( pgamma2［j］) 获取 gamma2［j］的先验值

end for
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其中 p1 和 p2 分别代表响应 y1 和响应 y2 的候

选变量 个 数， gamma1［j］( j = 1，2，…，p1) 和

gamma2［j］( j = 1，2，…，p2) 分别代表两个响应候选

变量所对应的变量指示器的先验值，pgamma1［j］
( j =1，2，…，p1) 和 pgamma2［j］( j =1，2，…，p2) 代

表相应 0 － 1 分布的先验概率值．
该方法主要通过混合变量指示器和模型的后

验概率来识别显著性因子，利用每个混合变量指

示器 γ 和模型结构 M 的后验样本，可以估计每个

混合变量指示器 γ 和模型结构 M 的后验概率，计

算公式如下

f( γ = 1 | Y) = 1
T － B∑

T

t = B+1
I( γ( t) = 1) ( 22)

f( M | Y) = 1
T － B∑

T

t = B+1
I( M( t) = M) ( 23)

其中 T 为迭代总次数，B 为舍弃的燃烧期次数，

γ( t) 为该混合变量指示器在第 t 次迭代的后验样

本值，M( t) 为第 t 次迭代后的模型结构．
3． 2 多变量过程能力指数

工业生产中常用过程能力指数评估产品处于

受控状态下的质量水平，以体现生产过程的工艺

水平和 产 品 符 合 性 的 程 度． 所 谓 过 程 能 力 指

数［43］，就是判断过程是否满足规格要求的一种度

量方法，即评估过程能力满足产品规格要求程度

的数量值． 在连续质量改进过程中，计算与分析过

程能力指数是至关重要的一项工作．
质量管理学家朱兰( Juran) ［44］提出了第一代

过程能力指数 Cp ，该指数假设过程输出的均值与

目标值相重合，具体的定义如下

Cp = USL － LSL
6σ

( 24)

其中 USL 表示规格上限，LSL 表示规格下限，σ
表示过程特性的标准差． 自从朱兰( Juran) 提出第

一代过程能力指数之后，相继又有学者提出了第

二代 和 第 三 代 过 程 能 力 指 数，具 体 定 义 见

文献［44］．
然而，上述过程能力指数只能用来评价单个

质量特性过程的质量水平． 在实际生产过程中通

常包含多个质量特性，并且需要考虑各响应间可

能存在的相关性，衡量各个响应对产品质量影响

的差异，从而全面地评价该产品的质量和可靠性

水平． 因此，一些研究人员将单变量过程能力指数

扩展到了多变量情形． Wang 等［45］将多变量过程

能力指数定义为两块区域的比值，具体的表达式

如下

MCpm = Vol． ( Ｒ1 )
Vol． ( Ｒ2

[ ])

1
ν

( 25)

其中 v 表示响应个数; Ｒ1 表示工艺的规范区域面

积或体积; Ｒ2 表示过程区域的面积或体积． 假设

Ｒ1 是一个椭圆形，则 Ｒ1 区域内( 包括边界上) 的

点都满足以下不等式［47］

［Y － T］'Ω －1［Y － T］≤ χ2v，p ( 26)

其中 v 表示响应个数; Y 表示响应矩阵; T 表示

v ×1 目标值向量; Ω表示响应间 v × v 的方差 － 协

方差矩阵; χ2v，p 表示自由度为 v 的卡方分布，p 通

常取 0． 997 3．
结合式( 25) 和式( 26) ，Chan 等［4 6］提出了以

下多变量过程能力指数

MC*
pm = nv

∑
n

k = 1
［Yk － T］'Ω －1［Yk － T槡 ］

( 27)

其中 n 表示试验样本数，其余参数与式( 26) 中的

一致．
首先，结合本文所提方法获得所有响应的后

验抽样值 Yk，n 为舍弃燃烧期后的模拟抽样次

数． 然后，根据所获得响应后验抽样值计算出各响

应之间的方差 － 协方差矩阵 S ，并利用 S 替代响

应间的方差 － 协方差矩阵 Ω ，以此来构建出基于

贝叶斯抽样技术的多变量过程能力指数 MC*
pm ．

从式( 27) 构造可以看出，影响上述多变量过程能

力指数最为关键的是目标值 T，响应的抽样值 Yk

以及各响应抽样值之间的方差 － 协方差矩阵 S ．
因此只要设置好目标值 T 就可以处理不同类型

响应的优化问题． 针对望目的质量特性，其响应目

标值选择非常自然． 针对望大特性的响应，通常在

其规格限内选择其规格上限作为其优化的目标

值． 同样的，针对望小特性的响应，通常在其规格

限内选择其规格下限作为其优化的目标值．
3． 3 结合 SUＲ 模型和因子效应原则的连续质量

改进

本文在 SUＲ 模型的框架下结合因子效应原

则，运用贝叶斯统计、随机搜索技术以及混合遗传

算法等方法和技术，从变量筛选、模型构建以及参

数优化实现多响应的质量设计． 通过结合因子效

应原则筛选出符合试验设计原则的因子效应，不
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仅能够为后续的响应曲面设计节约试验成本，

也能够构建更加精确的响应曲面模型． 响应曲

面模型构建和参数优化则可以视为对筛选试验

分析( 即显著性变量识别) 工作的进一步改进与

优化． 通过响应曲面建模与优化工作，获得产品

或过程最佳参数设计值，从而能够从产品形成

的源头 减 少 或 控 制 设 计 值 与 目 标 值 之 间 的 波

动，提 升 产 品 的 质 量 与 可 靠 性 水 平． 首 先，在

SUＲ 模型中针对每个因子设置一个二元变量指

示器，然后运用贝叶斯抽样方法计算出变量指

示器与不同模型结构的后验概率，从而确定显

著性变量和模型结构; 其次，根据所选择的模型

结构，运用 MCMC 方法估计模型参数，获得各响

应的抽样值，在此基础上考虑模型参数不确定

性与预测响应值的波动，构建出新的贝叶斯多

变量过程能力指数; 最后，结合混合遗传算法对

所构建的多变量过程能力指数进行优化，获得

最佳的参数设计值． 所提方法的基本流程如图 1
所示，具体实施步骤如下:

步骤 1 确定试验因子和试验响应，选择合

适的试验设计开展试验，并收集试验数据;

步骤 2 假设各个响应的模型结构一致，确

定初始的因子组合;

步骤 3 针对各个响应的每个因子设置一个

二元变量指示器，然后根据式( 19 ) ，构建混合二

元变量指示器;

步骤 4 根据步骤 3 的研究结果，构建初始

的 SUＲ 模型． 针对模型参数设置相应的先验分

布，然后利用贝叶斯方法计算出变量指示器的后

验概率，确定模型的显著性变量，并选择最佳的模

型结构;

步骤 5 根据步骤 4 的结果，判断各个响应

的模型结构是否一致，如果模型结构一致，则采用

SMＲ 模型建模，转入步骤 6，否则，采用 SUＲ 模型

建模，转入步骤 6;

步骤 6 利用 MCMC 方法对模型参数进行估

计，获得各响应的后验抽样值;

步骤 7 利用步骤 6 所获得各响应后验抽样

值，构建多变量过程能力指数;

步骤 8 针对所构建的多变量过程能力指

数，通过混合遗传算法优化获得最佳的参数设

计值．

图 1 本文所提方法的基本流程图

Fig． 1 The basic flow chart of the proposed method in this paper

4 实例研究

4． 1 实例 1
4． 1． 1 实例背景

实例 1 来源于文献［48］，该试验具有两个

—91—第 12 期 汪建均等: 结合 SUＲ 与因子效应原则的多响应质量设计



相关的响应，即聚合物的转化效率 y1 和热活动

放射性 y2 ，其中转化效率为望大质量特性，取值

范围为 ［80，100］，目 标 值 设 为 100 ; 而 热 活 动

放射性 为 望 目 质 量 特 性 值，取 值 范 围 为 ［55，

60］，目标 值 设 为 57． 5． 影 响 上 述 响 应 的 可 控

因子主要包括: 反应时间( x1 ) 、反应温度( x2 )

和催 化 剂 的 使 用 量 ( x3 ) ． 试 验 者 选 择 中 心

复合设计( central composite design，CDD) 开展了

相关 的 试 验，其 试 验 计 划 与 试 验 结 果 如 表 1
所示．

表 1 实例 1 的试验计划与试验结果

Table 1 Experimental plan and results for the first example

序号 x1 x2 x3 y1 y2

1 － 1． 00 － 1． 00 － 1． 00 74 53． 20

2 1． 00 － 1． 00 － 1． 00 51 62． 90

3 － 1． 00 1． 00 － 1． 00 88 53． 40

4 1． 00 1． 00 － 1． 00 70 62． 60

5 － 1． 00 － 1． 00 1． 00 71 57． 30

6 1． 00 － 1． 00 1． 00 90 67． 90

7 － 1． 00 1． 00 1． 00 66 59． 80

8 1． 00 1． 00 1． 00 97 67． 80

9 － 1． 68 0 0 76 59． 10

10 1． 68 0 0 79 65． 90

11 0 － 1． 68 0 85 60． 00

12 0 1． 68 0 97 60． 70

13 0 0 － 1． 68 55 57． 40

14 0 0 1． 68 81 63． 20

15 0 0 0 81 59． 20

16 0 0 0 75 60． 40

17 0 0 0 76 59． 10

18 0 0 0 83 60． 60

19 0 0 0 80 60． 80

20 0 0 0 91 58． 90

4． 1． 2 变量筛选

首先，假设各响应的模型结构相同，则式( 2 )

中的因子效应满足

X j = { 1，x1，x2，x3，x1x2，x1x3，x2x3，x21，x22，x23 } ，

j = 1，2
其次，针对两个响应的各个因子设置变量指

示器 γi，i = 1，2，…，10 ，在此基础上结合因子效

应原则构建混合二元变量指示器，其结构如下

γy1 = { γ0，γ1，γ2，γ3，γ12 × γ1 × γ2，γ13 × γ1 × γ3，

γ23 × γ2 × γ3，γ12 × γ1，γ22 × γ2，γ32 × γ3 }

γy2 = { γ0，γ1，γ2，γ3，γ12 × γ1 × γ2，γ13 × γ1 × γ3，

γ23 × γ2 × γ3，γ12 × γ1，γ22 × γ2，γ32 × γ3 }

本例中因子效应数量较少，此处不考虑效应

稀疏原则，所以假设先验信息中的向量 pgamma1

和 pgamma2 中的元素均为 0． 5． 然后，运用 MC-

MC 方法对每个参数迭代了 100 000 次，舍弃了前

20 000 次的燃烧期样本． 为了弱化各参数抽样值

之间自相关性对研究结果的影响，在此对所获取

的各参 数 后 验 样 本 每 间 隔 4 步 抽 样 一 次，共

20 000 个有效的参数抽样值． 在此基础上对所获

取的样本进行收敛性检验，并提供一些可视化的

收敛性( 如踪迹图等) 来帮助判断参数抽样值的

收敛性． 考虑到篇幅限制，在此仅仅提供响应 y1
和响应 y2 的交互效应 x1x2 所对应的参数后验抽

样值的踪迹图如图 2 所示．
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( a) 响应 y1 的交互效应 x1 x2 参数踪迹图 ( b) 响应 y2 的交互效应 x1 x2 参数踪迹图

图 2 模型参数后验抽样值的踪迹图

Fig． 2 The traceplot for posterior samples of model parameters

根据图 2 的踪迹图观察可知: 在抽样过程中，

由于参数的不确定性在其抽样值会围绕着某个确

定的均值呈现上下波动的趋势，且其波动幅度基

本保持一致，呈现出稳态分布的特征，因此可以利

用其参数的抽样值进行后续的统计推断与数据分

析． 在对模型参数进行收敛性诊断之后，可以计算

变量指示器的后验概率，其研究结果如表 2 所示．

根据表 2 的结果可知: 影响响应 y1 的显著性

变量为 { intercept，x1，x2，x3，x1x3，x2x3，x22，x23} ，

影响响应 y2 的显著性变量为 { intercept，x1，x3，

x21} ． 在此基础上可以根据式( 23) 计算出最优模型

结构的后验概率． 在所有可能的模型结构中，通过

模型后验概率识别出的最佳模型结构所包含的变

量与表 2 通过变量指示器所筛选出的显著性变量

是一致的，其最佳模型的后验概率为 7. 83% ． 根据

上述研究结果可知，最佳模型结构与初始模型( 全

因子模型) 呈现出较大的差异性． 如果忽视模型结

构的影响，后续的研究结果将是不可靠的．
表 2 混合二元变量指示器的后验概率

Table 2 Posteriori probability of mixed binary variable indicator

因子效应 γy1 的后验概率 γy2 的后验概率

intercept 1． 000 1． 000

x1 0． 998 1． 000

x2 0． 971 0． 137

x3 1． 000 0． 999

x1 x2 0． 374 0． 046

x1 x3 0． 998 0． 296

x2 x3 0． 772 0． 044

x21 0． 383 0． 733

x22 0． 844 0． 037

x23 0． 988 0． 244

注: 黑体数字为显著性变量．

4． 1． 3 响应建模与参数优化

变量筛选的研究结果表明: 在本例中，两个响

应的最佳模型为不一致的模型结构，因此后续将

运用 SUＲ 模型进行响应曲面建模与优化工作． 因

此式( 2) 中的因子效应向量确定为

X1 = { 1，x1，x2，x3，x1x3，x2x3，x22，x23 }

X2 = { 1，x1，x3，x21 }

对所构建的 SUＲ 模型运用 MCMC 方法对模

型参数进行 10 000 次迭代，并舍弃了前 2 000 次

的燃烧期样本，获得了 8 000 个模型参数与响应
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的后验抽样值． 在对模型参数和响应的抽样值进

行收敛性诊断后，运用所获得的响应抽样值构建

式( 27) 中的多变量过程能力指数． 其中，样本数 n

设为 8 000，响应个数 v 设为 2，目标值向量 T 为

［100，57． 5］，方差 － 协方差矩阵 Ω 利用其响应

后验抽样值的样本方差计算获得． 事实上，由于模

型参数的不确定性以及随机误差的影响，其响应

的后验抽样值也将呈现出一定的波动，因此根据

其响应的后验抽样值及其方差 － 协方差矩阵所构

建的多变量过程能力指数将呈现出高度复杂的非

线性、多峰的特征． 鉴于上述复杂的情形，传统的

优化算法( 如线性规划方法等) 将难以获得理想

的优化结果． 为此，本文拟充分利用遗传算法的全

局搜索与模式搜索的局部优化的优势，构建结合

遗传算法与模式搜索技术的混合优化算法，从而

有效地解决上述复杂曲面函数的优化求解问题．

在本试验中，将上述多变量过程能力指数作为目

标函数，运用 MATLAB 优化工具箱中的混合遗传

算法对其进行最优化求解，其可控因子的参数设

计值为( －0． 552 0，1． 679 9，－0． 407 0) ，此时多变量

过程能力指数等于 0． 937 0，优化过程见图 3． 在上

述优化结果中，若固定可控因子 x3 = － 0. 407 0，

则可以绘制出关于参数 x1 和 x2 以多变量过程能

力指数为优化目标的响应曲面，其结果如图 4 所

示． 从图 4 观察可知: 考虑响应预测值波动所构建

的响应曲面往往表现出复杂的非线性、多峰等

特征．

图 3 混合遗传算法的优化过程

Fig． 3 Optimization process of hybrid genetic algorithm

图 4 多变量过程能力指数的响应曲面图

Fig． 4 Mesh plot of multivariable process capability index

4． 1． 4 不同研究方法的比较与分析

实例 1 的试验曾被众多文献广泛应用，在此

选择汪建均等［4］，Ko 等［37］，Park 等［47］，Vining［48］

文献的研究结果开展比较分析． 将上述方法所获

得参数设计值代入到本文所构建的 SUＲ 模型之

中，从而能够获得不同方法响应预测值波动的情

况，其结果如图 5 所示．

( a) 响应 y1 的箱形图

( b) 响应 y2 的箱形图

图 5 不同方法的响应抽样箱形图

Fig． 5 Boxplot of the response samples for different methods

从图 5 ( a) 可知: 针对响应 y1 ，本文方法的

抽样值 波 动 情 况 与 Ko 方 法、Park 方 法、Vining

方法基本一致，明显优于汪方法的结果． 其主要
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原因是汪方法采用与本文的初始模型相同的结

构，未能进一步筛选显著性变量识别出最佳的

模型结构，从而导致其抽样结果明显偏离目标

值． 从图 5 ( b) 可知: 针对响应 y2 ，除了 Ko 方法

以外，本文方法的抽样值波动情况与其他方法

比较接 近，且 都 接 近 目 标 值． 需 要 特 别 指 出 的

是，虽然 Ko 方法也采用结构不一致的模型，但

是由于其在试验过程中采用重复的响应数据，

且需要同时考虑响应与目标值的偏差、响应的

预测性能和稳健性这三方面的质量损失，无法

最小化每一部分的质量损失值，所以导致其响

应 y2 明显偏离目标值．

考虑到模型参数不确定性以及响应预测值的

波动，将上述方法的最优参数设计值代入到所提

的多变量过程能力指数目标函数之中，并重复上

述抽样过程 1 000 次，其结果如表 3 所示．

表 3 不同研究方法结果

Table 3 Ｒesults of different research methods

方法 参数解 MCpm y1 y2

汪 ( － 0． 430，1． 440，－ 0． 490) 0． 757 5 92． 397 4 57． 462 2

Ko ( － 0． 650，1． 680，－ 0． 720) 0． 866 8 97． 430 6 56． 344 4

Vining ( － 0． 517，1． 586，－ 0． 465) 0． 871 1 94． 910 2 57． 287 0

Park ( － 0． 437，1． 617，－ 0． 358) 0． 881 0 94． 942 2 57． 755 4

本文方法 ( － 0． 552 0，1． 679 9，－ 0． 407 0) 0． 932 2 96． 484 1 57． 269 9

比较表 3 的结果可知: 与其他方法比较而

言，本文所提方法的多变量过程能力指数最大，

且两个响应预测值都比较接近相应的目标值．

尽管汪的方法考虑了模型参数不确定性和预测

响应值的波动，但是一方面该方法未实施变量

筛选，而是选择全因子模型来进行建模． 另外该

方法将质量损失函数作为目标函数，将响应位

于规格限内的概率作为约束，得到的优化结果

需要最大限度地满足这两个函数的优化目标．

上述原因导致其模型预测结果与目标值之间存在

较大的偏差． 因此导致其所获得的 MCpm 较低． 虽

然 Ko 方法、Vining 方法和 Park 方法针对两个响

应采用了完全不同的模型结构，但是并未考虑因

子效应原则，且优化函数与本文也存在差异． 此

外，上述三种方法在建模过程中未能考虑模型参

数的不确定性和预测响应值波动的影响，因此导

致上述方法的 MCpm 值仍然低于本文结果． 本文

方法不仅结合因子效应原则筛选出显著性变量，

识别出更加合理的模型，从而提高了模型的预测

性能，而且利用贝叶斯抽样方法，考虑了模型参数

不确定性和预测响应值波动对优化结果的影响，

从而获得较高的 MCpm 值．
4． 2 实例 2
4． 2． 1 实例背景

该实例来自文献［49］，主要研究某试验中表

面活性剂和乳化变量的设计问题． 在该试验中，重

点考察的质量特性为粒度( particle size) y1 ，玻璃

转变温度( glass transition temperature) y2 ． 影响上

述两个关键质量特性的可控因子为普朗尼克 F68

的含量 ( x1 ) 、聚氧乙烯 40 单硬脂酸酯的含量

( x2 ) 、聚氧乙烯脱水山梨糖醇脂肪酸酯 NF 的含

量( x3 ) ． 两个响应均为望目质量特性，其目标值

分别为 150、8; 三个因子的取 值 范 围 均 为 0 ≤
x1 ≤1 ． 此试验的目的是希望通过试验设计确定

获得可控因子的最佳参数设计． 试验者采用中心

复合设计开展相关试验，试验数据见表 4．
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表 4 实例 2 的试验计划及其试验结果

Table 4 Experimental plan and results for the second example

序号 x1 x2 x3 y1 y2

1 1． 000 0． 000 0． 000 250． 1 18． 9

2 0． 000 1． 000 0． 000 274． 1 15． 2

3 0． 000 0． 000 1． 000 533． 5 35． 0

4 0． 500 0． 500 0． 000 255． 2 16． 1

5 0． 500 0． 000 0． 500 267． 3 18． 9

6 0． 000 0． 500 0． 500 294． 3 31． 2

7 0． 333 0． 333 0． 333 250． 5 19． 3

8 0． 666 0． 167 0． 167 232． 5 18． 2

9 0． 167 0． 666 0． 167 251． 0 17． 7

10 0． 167 0． 167 0． 666 276． 0 30． 1

11 0． 333 0． 333 0． 333 255． 0 19． 0

4． 2． 2 筛选试验

由于上述试验的次数较少，因此不适合选择

包含全因子效应的初始模型． 根据 Wang 等［7］，

Peterson 等［31］的相关研究，本文选择的初始模型

所包含的因子效应向量为

X j = { x1，x2，x3，x1x2，x1x3，x2x3 } ，j = 1，2
对初始模型进行变量选择，设置混合二元变

量指示器为

γy1 = { γ1，γ2，γ3，γ12 ×γ1 ×γ2，γ13 ×γ1 ×γ3，γ23 ×γ2 ×γ3}

γy2 = { γ1，γ2，γ3，γ12 ×γ1 ×γ2，γ13 ×γ1 ×γ3，γ23 ×γ2 ×γ3}

与实例 1 类似，本例同样不考虑效应稀疏原则． 利

用 MCMC 方法计算模型参数的后验概率． 在本试

验中，共收集 20 000 个有效样本．
表 5 混合二元变量指示器的后验概率

Table 5 Posteriori probability of mixed binary variable indicator

因子 γy1 的后验概率 γy2 的后验概率

x1 0． 999 0． 999

x2 1． 000 1． 000

x3 1． 000 1． 000

x1 x2 0． 287 0． 568

x1 x3 0． 998 0． 991

x2 x3 0． 970 0． 802

注: 黑体数字为显著性变量．

根据表 5，比较响应 y1 与响应 y2 的显著性变

量可知: 响应 y2 模型的因子效应 x1x2 的后验概率

较低，是否纳入到最终模型有待进一步分析． 在上

述试验中两个响应模型之间的差异较小，若针对

两个响应采用相同模型结构对后续统计建模与抽

样更为容易． 为此，本文进一步比较了两种不同模
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型结构之间的后验概率． 模型 1 中两个响应包含

相同的因子效应 { x1，x2，x3，x1x3，x2x3 } ，其模型

后验概率为 0． 210 2． 模型 2 中响应 y1 包含的因

子效应为 { x1，x2，x3，x1x3，x2x3 } ，响应 y2 包 含

的因子效应为 { x1，x2，x3，x1x2，x1x3，x2x3 } ． 模型

2 所包含的因子效应与运用本文所提方法所识

别出模型结构一致，其模型后验概率为 0． 358 8．
尽管模型 1 与模型 2 的后验概率存在一定差异，

但是为 了 快 速 实 现 贝 叶 斯 统 计 推 断 与 数 据 分

析，同 时 比 较 SUＲ 模 型 和 SMＲ 模 型 的 抽 样 效

果，在后续的建模与优化中本文倾向选择相对

简单的模型 1，从而能够建立其更为简单的 SMＲ
模型．
4． 2． 3 响应建模和目标优化

首先，运用 SMＲ 模型开展后续的贝叶斯统计

建模与优化，其中式( 1) 中的因子效应向量为

X j = { x1，x2，x3，x1x3，x2x3 } ，j = 1，2
然后，运用 MCMC 方法对 SMＲ 模型进行抽样． 利

用所获得的响应抽样值构建式( 27 ) 中的多变量

过程能力指数． 其中，样本数 n 设为 10 000，响应

个数 v 设为 2，目标值向量 T 为［150，8］，方差 －
协方差矩阵 Ω 利用响应抽样值之间的样本方差

代替． 最后，将上述多变量过程能力指数作为目标

函数，运用混合遗传算法进行最优化求解，获得最

佳的参数设计值为( 0． 028 4，0． 499 6，0． 013 7) ，

目标函数值等于 0． 999 9． 将其他研究方法的优化

结果代入到本文所选择的 SMＲ 模型中，则其获得

的抽样结果如图 6 所示．
比较图 6 中不同方法的抽样结果可知: Peter-

son 方法的抽样结果明显偏离了目标值． 其主要

原因在于 Peterson 方法将各个响应位于规格限内

的概率作为优化函数，忽略了响应与目标值之间

的偏差，从而导致该方法的后验抽样值严重偏离

目标值． Wang 方法采用一种有约束的目标函数进

行优化． 该方法将质量损失作为目标函数，将响应

位于规格限内的概率作为约束． 尽管该方法利用

质量损失函数考虑了响应预测值与目标值之间的

偏差，但是由于其决策者在选择成本矩阵以及期

望的符合性概率时往往具有一定的主观性，从而

导致其响应抽样值与目标值之间的偏差比本文所

提方法更大．

( a) y1 的箱形图

( b) y2 的箱形图

图 6 不同方法的响应抽样值箱形图

Fig． 6 Boxplot of the response samples for different methods

另外，为了减少响应预测值波动的影响，将上

述方法的最优参数设计值代入到所提的多变量过

程指数目标函数之中，并重复上述抽样过程 1 000

次，其结果如表 6 所示．
表 6 不同研究方法结果

Table 6 Ｒesults of different research methods

方法 参数解 MCpm y1 y2

Wang ( － 0． 033，0． 259，0． 219) 0． 437 9 163． 817 9 12． 996 2

Peterson ( 0． 810，0． 000，0． 19) 0． 262 4 222． 444 2 16． 432 8

本文方法 ( 0． 028 4，0． 499 6，0． 013 7) 0． 999 8 148． 964 9 8． 060 8
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比较表 6 的研究结果可知: 与其他两种方法

比较而言，本文方法得到的 MCpm 值最高． 上述研

究结果进一步验证本文所提方法的有效性与可

靠性．

5 讨论

5． 1 所提方法的优势

比较而言，本文所提方在处理多响应的质

量设计问题时具有一些明显的优势． 首先，本文

所提方法在 SUＲ 模型的框架下结合因子效应原

则( 即效应系数原则、效应排序原则和效应遗传

原则) 筛选出显著性效应，能够快速排除不符合

试验设计基本原则的因子效应组合，从而大大

地缩减模型选择的空间． 因此本文所提方法能

够处理试验因子数目较大的质量设计问题． 其

次，在建模过程中充分结合贝叶斯统计的优势，

因此对样本量大小没有特殊要求，即使是小样

本的试验数据也能够顺利开展相关研究． 例如，

本文所选择案例均为三个因子、两个响应的质

量设计问题，但是其试验数据的样本量差异较

大． 第一个案例试验运行次数为 20，第二个案例

试验运行次数仅为 11，但是从研究结果来看，所

提方法对小样本量的质量设计问题同样是有效

的． 最后，本文利用贝叶斯似不相关 ( seemingly
unrelated regression，SUＲ ) 响 应 曲 面 模 型，并 在

此基础上运用 Gibbs 抽样方法获得多响应的抽

样值． 通过上述多响应的抽样值来估计响应之

间的方差 － 协方差矩阵能够充分地考虑由于模

型参数的不确定性以及其他随机误差所引起响

应波动，从而能够更好地构建符合实际生产过

程的多响应优化指标，即考虑响应波动的多变

量过程能力指数． 这种改进的贝叶斯多变量过

程能力指数，由于结合贝叶斯响应曲面建模与

抽样技术，因此能够有效考虑模型参数不确定

性以及其他随机误差对优化结果的影响．
5． 2 所提方法的不足

本文所提方法除了具有上述的优点之外，也

存在一些明显的不足之处． 首先，所提方法若涉及

到大量的响应优化问题 ( 比如 10 个或 10 个以

上) ，在运行速度方面可能会受到比较大的影响．

由于本文所提方法会涉及到 SUＲ 模型的贝叶斯

抽样技术，因此当响应变量为高维数据时在运行

速度上将会有很大的影响． 其次，当响应变量个数

较多时，在优化过程中可能会出现响应之间的方

差 － 协方差矩阵行列式接近零情况，从而无法获

得理想的优化结果． 最后，本文所提方法在响应曲

面建模过程中通常是假设响应变量满足为正态分

布． 此外，本文利用贝叶斯抽样方法所构建的多变

量过程指数也仅适用于正态响应的情况． 因此本

文所提方法无法有效地处理非正态、多类别响应

( 如同时包含离散的属性变量和连续性变量) 的

质量设计问题．

6 结束语

在连续性质量改进中，往往需要同时考虑变

量筛选、响应建模和参数优化过程所涉及到的一

系列问题． 针对多响应的质量设计问题，本文结合

SUＲ 模型和因子效应原则，提出了一种连续性质

量改进方法． 该方法在 SUＲ 模型融入了因子效应

原则，提出了一种新的贝叶斯变量选择方法，不仅

保证了模型结构的合理性，而且提高了模型的预

测性能． 另外，本文还采用多变量过程能力指数来

衡量过程能力满足产品规格要求的质量水平，同

时在优化过程中，利用贝叶斯抽样技术考虑了模

型参数的不确定性和预测响应值的波动对优化结

果的影响，从而提高了优化结果的可靠性． 最后，

通过两个实例分别展示了 SUＲ 模型和 SMＲ 模型

的抽样效果．
需要特别指出的是，本文在整个分析过程中

均假设响应服从多元正态分布，如何在贝叶斯广

义线性模型的框架下结合帕累托优化策略与灰色

关联度分析开展相关研究解决非正态多响应的质

量设计问题，将是下一步重点研究的课题之一． 另

外，本文所提出的方法仅研究了待测因子数小于

试验次数的试验设计． 然而，由于经费、试验条件

等方面的限制，试验者经常会选择大幅减少试验

次数，采用超饱和试验设计( 待筛选因子数目大

于试验次数的情形) ，如何选择合适的方法解决

超饱和试验的质量设计问题，也是未来有待深入

研究的课题之一．
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Multi-response quality design integrating SUＲ models with factorial effect
principles

WANG Jian-jun，TU Ya-nan，MA Yi-zhong
School of Economics and Management，Nanjing University of Science and Technology，Nanjing 210094，China

Abstract: A new multi-response optimization method，combining seemingly unrelated regression ( SUＲ) mod-
els with factorial effect principles，is proposed to solve the quality design problem with multiple correlated
responses． The proposed method not only identifies significant variables for each response model with factorial
effect principles，but also measures the quality level of all responses whose process capabilities meet the corre-
sponding requirements by using multivariate process capability index． In addition，the proposed method con-
siders the influence of the model parameter uncertainty and the predicted response variability on the optimiza-
tion results through Bayesian sampling technique． Firstly，a binary variable indicator is set for each variable in
the SUＲ model to account for the factorial effect principles． After that，mixed binary variable indicators are
constructed to improve the functional relationship between process responses and experimental factors． Third-
ly，significant variables are identified by calculating the posterior probabilities of mixed binary variable indica-
tors and different model forms． And the optimal model form is determined based on the above results． Fourth-
ly，based on the previous steps，the optimal parameter settings are found by using multivariate process capabil-
ity index． Finally，the results of two practical examples demonstrate that the proposed method can not only
effectively identify significant variables for multiple related responses，but also provide the optimal parameter
settings．
Key words: factorial effect principles; seemingly unrelated regression models; Bayesian method; quality de-

sign; quality improvement
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