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基于链与链竞争的延保服务渠道策略选择①

唐　 华， 艾兴政∗， 何浩嘉， 郭松波
（电子科技大学经济与管理学院， 成都 ６１１７３１）

摘要： 构建由两个制造商和两个专有零售商组成的链与链竞争模型，考虑三种延保服务渠道

策略选择情形———两条链均由制造商提供延保服务（ＭＭ），两条链均由零售商提供延保服务

（ＲＲ）和一条链由制造商提供延保服务，另一条链由零售商提供延保服务（Ｈ），以探究链与链

竞争环境下的延保服务渠道策略选择问题． 结果表明，从供应链视角，ＭＭ 和 ＲＲ 都可能成为

均衡策略，且这两种均衡策略可能单独存在或同时存在． 有趣的是，从制造商和零售商的视角，
研究发现双方并非会一直偏好于接受同一种延保服务渠道策略，存在特定的区域使得制造商

和零售商在策略选择上有冲突． 此外，在链与链竞争环境下，分散化渠道情形下的系统总利润

可能会优于集中化渠道情形下的系统总利润．
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０　 引　 言

延保服务是指在制造商所提供的基本保修期

满后的一段时间内消费者仍然可以通过一定的价

格享受产品的维修、更换或维护服务． Ｂｅｒｎｅｒ［１］ 指
出，延保服务的利润率几乎是那些零售产品的 １８
倍，且大型家电零售商 Ｂｅｓｔ Ｂｕｙ 的延保收入占营

业收入的比例接近 ５０％． 延保服务的销售每年会

给福特汽车带来超过 １ 亿美元的收入［２］ ． 因此在

激烈的价格竞争使企业利润不断下降的困局下，
延保服务已然成为企业新的利润增长点． 对产品

进行延长保修是一项高利润且能快速扩张的业

务，延保服务为产业链各方带来了积极的价值，尤
其是受到了消费者和延保服务提供商的欢迎． 通
常，延保市场中有三个主要提供商：制造商、零售

商和第三方延保提供商． 例如 Ｆｏｒｄ，ＧＭ，ＪＶＣ 和

Ａｐｐｌｅ 这些公司是由制造商直接销售延保给消费

者． ＢＭＷ，Ｍｅｒｃｅｄｅｓ⁃Ｂｅｎｚ 和 Ｓｅａｒｓ 的延保服务由经

销商直接提供． Ｂｅｓｔ Ｂｕｙ， Ｃｉｒｃｕｉｔ Ｃｉｔｙ 和 Ｈｏｍｅ
Ｄｅｐｏｔ 等零售店提供并推广由保险公司承保的第

三方延长保修，从而作为延保的经销商［３］ ．
链与链之间的竞争是常态，例如由两个制造

商和两个专有零售商组成的两个汽车供应链在共

同的汽车市场中竞争． 随着经济全球化，供应链之

间的产品竞争变得越来越激烈，更加激烈的产品

竞争会缩减供应链的利润［４］ ． 而因延保服务作为

企业新的利润增长点，故在延保服务被广泛销售

的汽车行业，两条竞争供应链的延保服务渠道策

略选择变得尤为重要． 比如，有竞争关系的 Ｆｏｒｄ
和 ＧＭ 都是采用制造商提供延保服务的策略，而
有竞争关系的 ＢＭＷ 和 Ｍｅｒｃｅｄｅｓ⁃Ｂｅｎｚ 均采用零

售商提供延保服务的策略． 面对这些情形，在链与

链竞争环境中，是否存在唯一的延保服务渠道均

衡策略？ 如果存在，会是哪种策略？ 如果不存在，
又应如何选择延保服务渠道策略？ 基于供应链视

角所选择的延保服务渠道策略会导致供应链内部
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制造商和零售商的利润冲突吗？ 本文将针对以上

几个问题进行探讨．
基于此，本文构建由两个制造商和两个专有

零售商组成的供应链模型，探究两条链的延保服

务渠道策略选择问题． 为此使用博弈论方法分析

三种情形：两条链均选择由制造商提供延保服务

（ＭＭ 模型），两条链均选择由零售商提供延保服

务（ＲＲ 模型）和一条链选择由制造商提供延保服

务，另一条链选择由零售商提供延保服务（Ｈ 模

型）． 此外，本文将集中化渠道结构模型（Ｃ 模型）
作为基准模型，首先对模型进行求解，并比较各个

模型的均衡结果；然后，从供应链视角对各模型的

绩效进行了比较，得到延保服务渠道策略的均衡

结果，再通过与集中化渠道结构模型比较以确定

均衡策略下的系统利润是否受到了损害；最后，从
制造商和零售商的角度证明均衡策略是否可持

续． 本文主要贡献有：１）从以往的研究［５ － ７］ 可知，
很少有文献关注链与链竞争环境下的延保服务渠

道策略选择问题，因此本文丰富了相关文献领域．
２）拓展了 Ｌｉ 等［３］ 基于单供应链对延保服务渠道

策略的研究． 该研究结果表明，当制造商和零售商

的维修成本相等时，零售商提供延保服务会更好．
而本文基于两条竞争供应链模型所得结论与之不

同，即：从供应链的视角，本文指出在一定条件下，
ＲＲ 可能是唯一的均衡策略，ＭＭ 也可能是唯一的

均衡策略，特别地，ＲＲ 和 ＭＭ 两种均衡还可能同

时存在． 但从制造商和零售商的视角，本文发现他

们并非会一直偏好于接受同一种延保服务渠道策

略，存在特定的区域使得制造商和零售商在策略

选择上有冲突． ３）在链与链竞争环境下对延保服

务渠道策略选择的研究中，本文发现分散化渠道

情形下的系统总利润可能优于集中化渠道情形下

的系统总利润，具体而言，当交叉价格敏感度系数

较大时，产品竞争效应成为主导，横向竞争的外部

性会增加下游的残酷竞争，从而弱化纵向外部性，
使得集中化情形下的系统总利润小于分散化情形

下的系统总利润．

１　 文献回顾

本文主要从链与链竞争和延保服务两方面内

容进行文献回顾．

１． １　 链与链竞争

链与链竞争概念最早在市场研究中提出．
ＭｃＧｕｉｒｅ 和 Ｓｔａｅｌｉｎ［８］是一项考虑链与链竞争的开

创性工作，他们研究了产品替代性对渠道结构策

略的影响，研究发现，对于高度可替代产品，两个

制造商都希望采用分散式结构． 一些学者（Ｇｕｏ
等［９］，Ｌｉ 等［１０］，Ｆａｎｇ 和 Ｓｈｏｕ［５］，Ｍａ 等［４］ ）在链与

链竞争框架下对相关协调合同（如两部定价合

同［１１］、服务外包合同［１２］ 和收益分享合同［１３］ 等）
进行了研究． 如 Ｇｕｏ 等［９］ 探讨了链与链竞争中的

合同和信息共享策略． Ｌｉ 等［１０］ 与 Ｆａｎｇ 和 Ｓｈｏｕ［５］

分析了两个竞争供应链的协调合同方案． Ｍａ
等［４］基于链与链竞争环境，在零售商销售延保服

务的情况下，两条链通过选择具有批发价格合同

的分散结构和具有复杂合同的协调结构，建立四

种竞争情形． 研究显示，纯粹的协调渠道竞争和纯

粹的分散渠道竞争都可能使供应链达到均衡． 而
且，供应链间的竞争和延保服务的互动力量对均

衡特征会产生重大影响． 赵海霞等［１３］，李晓静

等［１４］针对两个制造商和两个零售商组成的竞争

供应链，设计相应的合同机制（如：收益分享合同

和批发价格合同）探究实现供应链绩效改进的条

件． 部分学者（Ｌｅｅ 等［１５］，Ｗａｎｇ 等［１６］，Ｌｉ 和 Ｌｉ［６］

等）关注竞争对供应链决策及绩效的影响． 如，
Ｗａｎｇ 等［１６］研究并比较了供应链间竞争强度对两

种常见的加价定价政策（即固定加价和百分比加

价定价政策）绩效的影响． Ｎｉｕ 等［７］ 构建链与链竞

争模型，以制定全球税收筹划收益与渠道分权损

失之间的权衡取舍． Ｌｉ 和 Ｌｉ［６］ 专注于两条供应链

中产品可持续性程度的竞争． 他们发现，尽管垂直

整合始终是纳什均衡，但当竞争程度较高时，他并

不是帕累托最优． Ｒｅｚａｐｏｕｒ 等［１７］ 基于汽车行业的

现实案例，探讨了供应商中断对供应链竞争和绩

效的影响． Ｓａｄｅｇｈｉ 等［１８］ 探讨两条竞争逆向供应

链中的协调和竞争问题，其中，这两条供应链对反

向渠道收集电子废物的政策不同． 研究发现，集
中—集中方案虽然不一定是所有成员的最佳策

略，但他是纳什均衡． 周晓晗等［１９］ 研究了存在技

术溢出下两竞争企业（一个领导企业一个追随企

业）的研发合作动机． 结果表明，在序贯产量竞争

中，只有当溢出水平较低时，两竞争企业才会建立

研发合作关系．
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从上述文献中可以了解到，关于链与链竞争

的文献非常丰富，但是大多数研究侧重供应链协

调合同选择和竞争对供应链决策及绩效影响等问

题，这与本文研究重点不同． 而在链与链竞争的供

应链框架中，对延保服务的研究仅有寥寥数篇，
Ｍａ 等［４］ 构建了链与链竞争环境，但只考虑了零

售商销售延保服务情形，且研究重点在供应链的

结构选择上． 与之不同的是，本文旨在研究链与链

竞争环境下的延保服务渠道策略选择问题，即两

条链选择由制造商提供延保服务还是选择由零售

商提供延保服务．
１． ２　 延保服务

与免费的售后服务不同［２０］，延保服务是需要

消费者通过一定的价格才能享受的产品维修、更
换或维护服务． 延保服务在汽车、家电等行业中的

盛行，使之逐渐成为学术界关注的焦点． 延保服务

的早期研究主要集中于探究消费者行为，以此识

别出消费者购买决策和延保服务需求的影响因

素［２１］ ． 而后，对延保服务的政策制定［２２］ 引起了学

者的兴趣． 随着研究的深入，很多学者基于供应链

管理视角对延保服务进行了探讨．
有的学者在供应链框架下探究制造商提供延

保服务的情形． 如，Ｑｉｎ 等［２３］ 基于三级线上购物

供应链研究延保服务和管理策略问题发现：当制

造商的维修成本在合适的范围时，制造商提供延

保服务对制造商和线上商店均有利，否则，制造商

将没有动力提供延保服务． 郑晨等［２４］ 针对延保服

务决策与绩效改进问题，构建竞争零售商供应链

模型，识别出了通过两部定价合同实现制造商和

零售商帕累托改进的条件． 一些学者考虑了零售

商提供延保服务的情形，以及探究了其对供应链

决策和绩效的影响． 如，Ｊｉａｎｇ 和 Ｚｈａｎｇ［２５］ 通过考

虑质量信号效应，研究了零售商延保服务对制造

商基本保修的影响，他们发现，当消费者可以评估

产品质量时，零售商延保服务会对制造商基本保

修产生负面影响． Ｈｅｅｓｅ［２６］ 考虑基本保修和延保

服务的相互作用，开发了一种程式化模型来确定

最佳的制造商基本保修和零售商延保服务策略，
并证明了相互作用对制造商的基本保修施加了下

行压力． 易余胤等［２７］研究了制造商公平偏好对延

保服务决策和供应链协调的影响，研究表明，公平

偏好加剧了供应链系统决策效率的损失，且两部

定价合同能否实现该供应链的完美协调取决于公

平偏好程度． 近几年，对延保服务的分销渠道选择

成为了新热点，但大多数学者（Ｄｅｓａｉ 和 Ｐａｄｍａ⁃
ｎａｂｈａｎ［２８］，Ｌｉ 等［３］，Ｈｅ 等［２９］ 等）是基于单供应链

情形对延保服务的分销渠道选择进行了研究． 如，
Ｄｅｓａｉ 和 Ｐａｄｍａｎａｂｈａｎ［２８］ 在由单个制造商和单个

零售商构成的供应链框架下，对比制造商的三种

延保服务渠道策略—直接销售、间接销售（比如：
通过零售商销售）和双渠道分销—对市场结果和

制造商盈利能力的影响，并指出互补货物效应和

双重边际效应是影响延保服务策略选择的关键因

素． Ｌｉ 等［３］构建了由单个制造商和单个零售商组

成的供应链模型，探讨了延保服务提供方的选择

问题． 通过比较由制造商和零售商提供延保服务

时最优价格、延保时长和利润的变化情况，他们发

现当制造商和零售商的维修成本相等时，零售商

提供延保服务可以得到比制造商提供延保服务更

优的帕累托改进． Ｈｅ 等［２９］ 考虑顾客渠道偏好的

情况下，旨在研究如何设计双重供应渠道中的延

保服务策略，他们探讨了三种情形：无延保服务，
制造商提供延保服务和零售商提供延保服务．
结果表明，无论谁提供延保服务，供应链都将获

得高额利润，但是不一定最大化顾客感知的相

应服务质量． Ｍａｉ 等［３０］ 分析并比较了固定费用、
比例分享与制造商直接销售三种延保服务合同

对商店自有品牌产品质量的协调情况． 他们发

现三种合同均能提高产品质量，其中，制造商直

接销售合同可以得到最大的质量改进和最高的

利润． 艾兴政等［３１］ 构建了由单供应商和单零售

商分别提供延保服务的单供应链模型，探究不

同参与者提供延保服务对供应链绩效的影响．
研究发现延保服务成本与延保服务需求敏感性

系数会影响不同参与者提供延保服务的系统利

润高低．
由上述文献可知，很多学者对延保服务销售

渠道选择进行了研究． 然而，值得注意的是，他们

的研究都仅是基于由单个制造商和单个零售商组

成的简单供应链框架． 几乎没有学者关注更符合

实际的链与链竞争环境． 基于此，本文通过考虑链

与链竞争环境，研究延保服务的渠道策略选择问

题，所得到的丰富结论可为企业决策者提供理论

参考．
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２　 链与链竞争博弈模型描述

考虑两个竞争供应链销售可替代性产品，每
条供应链包括一个制造商和一个专有零售商，并
且上游制造商是 Ｓｔａｃｋｅｌｂｅｒｇ 领导者，下游零售商

是追随者． ｉ 和 ｊ 是两条竞争供应链的索引符号，
其中 ｉ， ｊ∈｛１，２｝ ， ｉ≠ ｊ ． 两个制造商生产替代性

产品，制造商 ｉ 以批发价格 ｗ ｉ 销售给零售商 ｉ，再

由零售商 ｉ 以 ｐｉ 的产品价格转售给消费者． 本文

考虑三种延保服务渠道策略选择情形：第一，两条

链均由制造商提供延保服务（ＭＭ）；第二，两条链均

由零售商提供延保服务（ＲＲ）；第三，一条链由制造

商提供延保服务，另一条链由零售商提供延保服务

（Ｈ）．在这三种情形中，延保服务提供商以 ｘｉ 的价格

向消费者提供延保服务，并承担所有成本费用．
图 １（ａ） ～图 １（ｃ）描述了这三个模型及其决策变量，
实线表示产品决策，虚线表示延保服务决策．

（ａ） ＭＭ 模型　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｂ） ＲＲ 模型　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｃ） Ｈ 模型

图 １　 链与链竞争下的延保服务渠道策略选择模型

Ｆｉｇ． １ Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｓ ｏｆ ｃｈａｎｎｅｌ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｗａｒｒａｎｔｉｅｓ ｕｎｄｅｒ ｃｈａｉｎ⁃ｔｏ⁃ｃｈａｉｎ ｃｏｍｐｅｔｉｔｉｏｎ

　 　 与 Ｗｕ 等［３２］，Ｚｈａｏ 等［３３］ 和 Ｗａｎｇ 等［１６］ 文献

相似，本文假定 ｉ 链产品的需求 ｑｉ 是关于零售价

格 ｐｉ 和对手链零售价格 ｐ ｊ 的函数． 产品需求函数

如下所示

ｑｉ ＝ ａｉ － ｂ ｐｉ ＋ θ ｐｊ， ｉ， ｊ ＝ １，２， ｉ ≠ ｊ （１）
其中 ａｉ 为产品潜在市场规模，为了侧重关注延保

服务的渠道策略选择问题，除了两条竞争供应链

可以有不同的延保服务销售渠道选择之外，假定

两条竞争供应链是对称的，即 ａｉ ＝ ａ ｊ ＝ ａ ． 参数 ｂ
和参数 θ代表自有价格敏感度系数和交叉价格敏

感度系数，且 ０ ＜ θ ＜ ｂ ． 具体而言，参数 θ 度量的

是零售商 ｉ 的销售量对零售商 ｊ 价格变化的敏感

度，且零售商 ｉ 降低一个单位的产品价格使自身

产品需求增加的量会大于零售商 ｊ 降低一个单位

的产品价格使零售商 ｉ 产品需求减少的量，但随

着 θ 的增大，这种差距会减小，这意味着两条供应

链的竞争强度在增加，本文将这称之为产品竞争

效应． 为了简化计算，令 ｂ ＝ １ ．
由于仅购买产品的消费者才会产生购买延保

服务的需求，故 ｉ 链的延保服务需求函数［３， ４］为

Ｑｉ ＝ ｑｉ － ｈ
ｘｉ

ｔ ， ｉ， ｊ ＝ １，２， ｉ ≠ ｊ （２）

其中 ｈ 为延保价格敏感度系数， ｔ 为延保服务时

长，且 ｈ ＞ ０ ， ｔ ＞ ０ ．
Ｐａｔａｎｋａｒ 和 Ｗｏｒｍ［３４］假定产品的故障数量随

时间呈指数增长，据此，假设产品出故障的次数随

时间呈二次方增加［２６］，即当延保服务保修期 ｔ 固
定时，产品出故障的次数为 λｔ２，其中，λ 为一个常

数． 设 β 为产品单次维修的平均成本，则单位产品

的延保成本为

Ｃ ＝ ｃｅ ｔ２ （３）
其中 ｃｅ ＝ λβ ， ｃｅ 代表延保服务成本系数．

其他主要假设：１）不失一般性，假设产品生产

成本和库存成本恒定，且归一化为 ０；２）由于本文

的重点研究对象是延保服务，故假设制造商所提供

的产品基本保修期为 ０，并固定延保服务时长［３０］；
３）制造商与零售商均为风险中性且理性． ４）假设产

品潜在市场规模足够大且延保时长不会太大，即

ａ ＞ ａ０ ＝
ｈｔｃｅ（２ｈ（１６－９θ２） －ｔ（８＋θ－６θ２））

２ｈ（４ ＋ ３θ） － ２ｔ（１ ＋ θ） 且 ０ ＜

ｔ ≤２ｈ， 以保障均衡结果和各方利润均为正． 因为

只有产品潜在市场规模足够大时，制造商和零售

商才愿意生产和销售该产品，并提供相应延保服

务． 在大多数行业（比如：汽车、家电和计算机行

业等）延保服务时长不是一个固定值，消费者可以

选择不同的延保服务时长． 例如：１ 年，２ 年和 ３ 年
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的延保时长在家电行业中非常普遍，但是，几乎

不存在过长的延长保修期． 因此，此假设是合

理的．

３　 链与链竞争博弈模型构建及求解

本节对三种模型（ＭＭ 模型、ＲＲ 模型和 Ｈ 模

型）进行了求解． 此外，还构建了集中式模型 Ｃ 作

为基准模型来与其他分散式模型（ＭＭ 模型、ＲＲ
模型和 Ｈ 模型）相比较．
３． １　 基准模型

在基准模型下，制造商与零售商构成一个整

体系统，两条链均采用集中化渠道结构，以系统利

润最大化为决策目标，此时，每条链的系统总利

润为

ｍａｘ
ｐｉ，ｘｉ

Π Ｃ
Ｔｉ＝ ｐｉ ｑｉ ＋（ｘｉ －ｃｅ ｔ

２） Ｑｉ ， ｉ ＝１， ２ （４）

通过式（４）分别求得产品价格和延保价格的

一阶条件，令一阶条件为 ０ 得到均衡的产品价格

ｐＣ
ｉ 和延保价格 ｘＣ

ｉ ． 将 ｐＣ
ｉ 和 ｘＣ

ｉ 代入需求函数和利

润函数中便可得到均衡的产品需求量 ｑＣ
ｉ 、延保需

求量 ＱＣ
ｉ 和系统总利润 Π Ｃ

Ｔｉ ．
命题 １　 基准模型下， ｉ 链均衡的产品价格、延

保价格、产品需求量、延保需求量和系统总利润为

ｐＣｉ ＝
ａ（２ｈ － ｔ） ＋ ｈｔ２ｃｅ
２ｈ（２－θ）－ｔ（１－θ） ， ｘＣｉ ＝

ｔ（ａ－ｈｔｃｅ（２－θ））
２ｈ（２－θ）－ｔ（１－θ） ＋ ｔ２ｃｅ，

ｑＣｉ ＝
ｈＡ

２ｈ（２－θ）－ｔ（１－θ）， ＱＣ
ｉ ＝

ｈ（ａ－ｈｔｃｅ（２－θ））
２ｈ（２－θ）－ｔ（１－θ），Π

Ｃ
Ｔｉ ＝

ｈＡ（ａ（２ｈ－ｔ）＋ｈｔ２ｃｅ）＋ｈｔ （ａ－ｈｔｃｅ（２－θ））２

（２ｈ（２ － θ） － ｔ（１ － θ））２ ．

３． ２　 ＭＭ 模型

ＭＭ 模型下，两条链均是由制造商提供延保

服务． 在该情形下，两条链的制造商先各自分别决

策产品批发价格 ｗ ｉ 和延保价格 ｘｉ，然后再由零售

商分别决策各自的产品价格ｐｉ ． 其中，制造商 ｉ 的
利润为

ｍａｘ
ｗｉ，ｘｉ

ΠＭＭ
Ｍｉ

＝ ｗ ｉ ｑｉ ＋（ｘｉ －ｃｅ ｔ２） Ｑｉ，ｉ ＝ １， ２ （５）

零售商 ｉ 的利润为

ｍａｘ
ｐｉ

ΠＭＭ
Ｒｉ

＝ （ｐｉ － ｗ ｉ） ｑｉ， ｉ ＝ １， ２ （６）

为了求解此模型，本文采用以往文献常用的

Ｎａｓｈ⁃Ｎａｓｈ 解 决 方 案 的 概 念 （ 例 如： Ｆｅｎｇ 和

Ｌｕ［３５］，Ｈｓｕ 等［３６］ ），假定两条链的决策过程是独

立且同时进行的． 此框架要求两条链不会发生信

息交换，这在实践中是很常见的． 因为两条链销售

的是替代性产品，且链与链之间存在着竞争关系，
因此他们不会向对方泄露自己的决策信息． 具体

而言，在本文中，每条链都需要推测对手链的批发

价格、产品价格和延保价格，如果推测与实际最优

决策一致，则纳什均衡成立．
命题２　 ＭＭ模型下， ｉ 链均衡的批发价格、产品

价格、延保价格、产品需求量、延保需求量、制造商利润

和零售商利润为 ｗｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）
ｉ ＝

ａ（４ｈ－ｔ）＋ｈｔ２ ｃｅ（２－θ）
ＬＭＭ

，

ｐｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）
ｉ ＝

ａ（６ｈ－ｔ）＋ｈｔ２ｃｅ
ＬＭＭ

， ｘｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）
ｉ ＝ ｔＡ

２ ＬＭＭ
＋

ｔ２ｃｅ
２ ，

ｑｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）
ｉ ＝ ｈＡ

ＬＭＭ
， Ｑｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）

ｉ ＝ ｈＡ
２ ＬＭＭ

－
ｈｔｃｅ
２ ， ΠＭＭ

Ｍｉ
＝

ｈ（８ｈ － ｔ） Ａ２

４ Ｌ２
ＭＭ

＋
ｈｔ３ｃｅ２

４ ，ΠＭＭ
Ｒｉ ＝ ｈ２ Ａ２

Ｌ２
ＭＭ

．

３． ３　 ＲＲ 模型

ＲＲ 模型下，两条链均是由零售商提供延保

服务． 在博弈的第一阶段，两条链的制造商先分别

决策各自的产品批发价格 ｗ ｉ ，从而最大化自身利

润，其中，制造商 ｉ 的最优化问题为

ｍａｘ
ｗｉ

ΠＲＲ
Ｍｉ

＝ ｗ ｉ ｑｉ，ｉ ＝ １， ２ （７）

在博弈的第二阶段，产品批发价格 ｗ ｉ 被给定

的情况下，零售商决定产品价格 ｐｉ 和延保价格 ｘｉ

以使自身利润最大化，其中，零售商的最优化问

题为

ｍａｘ
ｐｉ，ｘｉ

ΠＲＲ
Ｒｉ ＝ （ｐｉ －ｗｉ） ｑｉ ＋（ｘｉ －ｃｅ ｔ２） Ｑｉ，

　 　 　 　 　 ｉ ＝ １， ２ （８）
ＲＲ 模型的求解过程与 ＭＭ 模型的求解过程

类似．
命题 ３　 ＲＲ 模型下， ｉ 链均衡的批发价格、产

品价格、延保价格、产品需求量、延保需求量、制造

商利润和零售商利润为 ｗ ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
ｉ ＝ （４ｈ － ｔ）Ａ

４ ＬＲＲ
；

ｐｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
ｉ ＝

２ａ（３ｈ－ｔ） ＋ ｈｔ２ｃｅ
２ ＬＲＲ

； ｘｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
ｉ ＝ ｔＡ

４ ＬＲＲ
＋

ｔ２ｃｅ
２ ； ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

ｉ ＝ ｈＡ
２ ＬＲＲ

； Ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
ｉ ＝ ｈＡ

４ ＬＲＲ
－

ｈｔｃｅ
２ ；
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Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｍｉ

＝ｈ（４ｈ － ｔ） Ａ２

８ Ｌ２
ＲＲ

；Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｒｉ

＝ｈ（４ｈ － ｔ） Ａ２

１６ Ｌ２
ＲＲ

＋

ｈｔ３ｃｅ２

４ ．

３． ４　 Ｈ 模型（ＭＲ 模型和 ＲＭ 模型）
Ｈ 模型下，一条链由制造商提供延保服务，另

一条链由零售商提供延保服务． 因此，对于由制造

商 ｉ 提供延保服务的供应链 ｉ ，制造商 ｉ 的最大化

问题为

ｍａｘ
ｗｉ，ｘｉ

ΠＨ
Ｍｉ

＝ ｗｉ ｑｉ ＋（ｘｉ －ｃｅ ｔ２） Ｑｉ ， ｉ ＝ １， ２ （９）

零售商 ｉ 的最大化问题为

ｍａｘ
ｐｉ

ΠＨ
Ｒｉ

＝ （ｐｉ － ｗ ｉ） ｑｉ ， ｉ ＝ １， ２ （１０）

对于由零售商 ｊ 提供延保服务的供应链 ｊ，
ｊ ＝ １，２ ， ｉ≠ ｊ ，制造商 ｊ 和零售商 ｊ 的最优化问题

分别为

ｍａｘ
ｗ ｊ

ΠＨ
Ｍ ｊ

＝ ｗ ｊ ｑ ｊ （１１）

ｍａｘ
ｐ ｊ，ｘ ｊ

ΠＨ
Ｒ ｊ
＝ （ｐ ｊ －ｗ ｊ） ｑ ｊ ＋（ｘ ｊ － ｃｅ ｔ２） Ｑ ｊ （１２）

Ｈ 模型的求解过程与 ＭＭ 模型的求解过程

类似．
命题 ４　 ＭＲ 模型和 ＲＭ 模型下， ｉ 链均衡的批

发价格、产品价格、延保价格、产品需求量、延保需求

量、制造商利润和零售商利润分别为 ｗｉ（Ｍ）ｊ（Ｒ）
ｉ ＝

２ Ｌ１（ａ（４ｈ－ｔ） ＋ｈｔ２ｃｅ（２ － θ）） ＋ θｈｔ３ｃｅ
２ＬＨ

， ｐｉ（Ｍ）ｊ（Ｒ）
ｉ ＝

２ Ｌ１（ａ（６ｈ－ｔ） ＋ｈｔ２ｃｅ） ＋ θｈｔ３ｃｅ
２ＬＨ

， ｘｉ（Ｍ）ｊ（Ｒ）
ｉ ＝

ｔＡＬ１

２ＬＨ
＋

ｔ２ｃｅ
２ ， ｑｉ（Ｍ）ｊ（Ｒ）

ｉ ＝
ｈＡＬ１

ＬＨ
， Ｑｉ（Ｍ）ｊ（Ｒ）

ｉ ＝
ｈＡＬ１

２ＬＨ
－

ｈｔｃｅ
２ ，

Πｉ（Ｍ）ｊ（Ｒ）
Ｍｉ

＝
ｈＡ２Ｌ２

１（８ｈ － ｔ）
４ Ｌ２

Ｈ
＋

ｈｔ３ｃｅ２

４ ， Πｉ（Ｍ）ｊ（Ｒ）
Ｒｉ ＝

ｈ２Ａ２Ｌ２
１

Ｌ２
Ｈ

； ｗｉ（Ｒ）ｊ（Ｍ）
ｉ ＝

ＡＬ２（４ｈ － ｔ）
４ ＬＨ

， ｐｉ（Ｒ）ｊ（Ｍ）
ｉ ＝

Ｌ２（２ａ（３ｈ－ｔ） ＋ｈｔ２ｃｅ） －θｈｔ３ｃｅ
２ ＬＨ

， ｘｉ（Ｒ）ｊ（Ｍ）
ｉ ＝

ｔＡＬ２

４ＬＨ
＋
ｔ２ｃｅ
２ ，

ｑｉ（Ｒ）ｊ（Ｍ）
ｉ ＝

ｈＡＬ２

２ＬＨ
， Ｑｉ（Ｒ）ｊ（Ｍ）

ｉ ＝
ｈＡＬ２

４ ＬＨ
－
ｈｔｃｅ
２ ，Πｉ（Ｒ）ｊ（Ｍ）

Ｍｉ
＝

ｈＡ２Ｌ２
２（４ｈ－ｔ）
８Ｌ２

Ｈ
，Πｉ（Ｒ）ｊ（Ｍ）

Ｒｉ ＝
ｈＡ２Ｌ２

２（４ｈ － ｔ）
１６Ｌ２

Ｈ
＋
ｈｔ３ｃｅ２

４ ．

４　 延保服务渠道结构选择策略

本章先比较分析以上的均衡结果，然后对延

保服务渠道策略选择问题进行讨论，发现链与链

竞争环境下，ＭＭ 模型和 ＲＲ 模型均可能成为均

衡策略，且这两种均衡策略可能单独存在，也可能

同时存在． 进一步地，对两种均衡策略进行了更细

致的探讨，包括延保服务参数对其产品价格和延

保价格的影响，以及制造商和零售商对这两种策

略的偏好差异．
４． １　 均衡结果的比较

命题 ５　 比较各模型下的产品价格、延保价格、
产品需求量和延保需求量，可以得到：（１） ｐｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）

ｉ ＞
ｐｉ（Ｍ）ｊ（Ｒ）
ｉ ＞ｐｉ（Ｒ）ｊ（Ｍ）

ｉ ＞ｐｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）ｉ ＞ｐＣｉ ， ｍａｘ｛ｘＣｉ ，ｘｉ（Ｒ）ｊ（Ｍ）
ｉ ｝ ＞

ｘｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）ｉ ＞ ｘｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）
ｉ ＞ ｘｉ（Ｍ）ｊ（Ｒ）

ｉ ， ｍａｘ｛ｑＣｉ ，ｑｉ（Ｒ）ｊ（Ｍ）
ｉ ｝ ＞

ｑｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）ｉ ＞ ｑｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）
ｉ ＞ ｑｉ（Ｍ）ｊ（Ｒ）

ｉ ， ｍａｘ｛ＱＣ
ｉ ，Ｑｉ（Ｒ）ｊ（Ｍ）

ｉ ｝ ＞
Ｑｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）

ｉ ＞ Ｑｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）
ｉ ＞ Ｑｉ（Ｍ）ｊ（Ｒ）

ｉ ． （２） 当 ０ ＜ θ ＜
　
７８４ ｈ４ －６０８ ｈ３ ｔ ＋１７６ ｈ２ ｔ２ －２２ｈ ｔ３ ＋ｔ４ －４ ｈ２

２４ ｈ２ － １０ｈｔ ＋ ｔ２
时，

ｘＣ
ｉ ＞ ｘｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

ｉ ， ｑＣ
ｉ ＞ ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

ｉ ， ＱＣ
ｉ ＞ Ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

ｉ ，当
　
７８４ ｈ４ －６０８ ｈ３ ｔ ＋１７６ ｈ２ ｔ２ －２２ｈ ｔ３ ＋ ｔ４ － ４ ｈ２

２４ ｈ２ － １０ｈｔ ＋ ｔ２
＜

θ ＜１ 时， ｘＣ
ｉ ＜ ｘｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

ｉ ，ｑＣ
ｉ ＜ ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

ｉ ， ＱＣ
ｉ ＜ Ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

ｉ ．
零售商比制造商更接近市场， 故与 ＭＭ 模型

相比，ＲＲ 模型中的零售商能更灵活的协调产品

价格和延保价格，消除外部性，并得到更高水平的

产品需求量和延保服务需求量． 因此，不难理解，
在 Ｈ 模型下，由零售商提供延保服务的供应链在

市场上更具侵略性，并且具有高水平的产出，故会

进一步抑制由制造商提供延保服务的供应链的产

品产出，使得 ｑｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）
ｉ 最小， ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

ｉ 大于 ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
ｉ ．

此外，延保需求量受产品需求量和延保价格两者

的影响，但延保需求量排序与产品需求量排序相

同，故影响延保需求量的主导因素是产品需求量．
值得注意的是，集中化情形下的产品需求量和延

保需求量并不一定是最高的，当交叉价格系数较

大时，即 ＲＭ 模型下 ｉ 链的产品需求量受 ｊ 链产品

价格变化的敏感性较大时， ｊ 链较高的产品价格

会使 ｉ 链的产品需求量大大增加，这时，产品竞争
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效应的影响超过双重边际效应的影响，从而使

ＲＭ 模型下 ｉ 链的产品需求量大于 Ｃ 模型下的产

品需求量，即 ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）
ｉ ＞ ｑＣ

ｉ ． 此外，由命题 ５，可以

得到以下两个推论．
推论 １ 　 比较各模型下的延保服务进入门

槛，有如下排序 ａＨ ＞ ａＭＭ ＞ ａＲＲ ＞ ａＣ ．
满足延保服务需求量为 ０ 时的产品潜在市场

规模阈值即为延保服务进入门槛． 当产品潜在市

场规模大于此阈值（延保服务进入门槛）时，延保

需求量将大于 ０，此时延保服务提供方有动机销

售延保服务． 结合命题 ５ 与推论 １ 可知延保服务

进入门槛越低其延保需求量相应较高． Ｃ 模型的

延保服务进入门槛最低，其延保服务需求水平较

高． ＭＭ 模型的延保服务进入门槛高于 ＲＲ 模型，
而 ＭＭ 模型的延保服务需求量低于 ＲＲ 模型． Ｈ
模型的延保服务进入门槛最高，而由制造商提供

延保服务的供应链有着最低的延保服务需求，即
Ｑｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）

ｉ 最低．
推论 ２　 给定竞争对手供应链的延保服务渠

道策略选择，有： ｐｉ（Ｍ） ｊ（ｎ）
ｉ ＞ ｐｉ（Ｒ） ｊ（ｎ）

ｉ ， ｘｉ（Ｍ） ｊ（ｎ）
ｉ ＜

ｘｉ（Ｒ） ｊ（ｎ）
ｉ ， ｑｉ（Ｍ） ｊ（ｎ）

ｉ ＜ ｑｉ（Ｒ） ｊ（ｎ）
ｉ ， Ｑｉ（Ｍ） ｊ（ｎ）

ｉ ＜ Ｑｉ（Ｒ） ｊ（ｎ）
ｉ ，

ｎ ＝ Ｍ ｏｒ Ｒ ．
当竞争对手供应链的延保服务渠道策略选择

被给定时，推论 ２ 显示，相较于选择由制造商提供

延保服务，自身选择由零售商提供延保服务会得

到一个更低的产品价格和更高的产品需求量． 零
售商提供延保服务消除了产品与延保服务之间的

外部性，这降低了产品价格，增大了产品需求量．
由于延保需求量受产品需求量的影响较大，结果

导致由零售商提供延保服务的供应链会收取一个

较高的延保价格并将延保需求量维持在一个较高

的水平．
４． ２　 供应链视角下各策略的比较

本小节将从供应链视角探究在什么条件下存

在均衡策略和均衡策略是否唯一？ 为了回答此问

题，首先比较了各模型的利润函数 Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ，

Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ， Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ 和 Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ， 结 果 如 命 题 ６

所示．
命题 ６　 １）当 ０ ≤ θ ＜ θ１ 时，有 Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ＞
Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ ＞ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ＞ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ ；２）当 θ１ ≤ θ ＜ θ２

时，有Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ＞ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ≥Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ＞ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ ；

３） 当 θ２ ≤ θ ＜ ｍｉｎ｛ θ３，１｝ 时，有 Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ≥

Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ＞ Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ ＞ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ；４）当 ０ ＜ ｔ ＜ １．

３６７ １ｈ 且 θ３ ≤ θ ＜ １ 时，有Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ＞ Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ＞
Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ ≥ Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ．

命题 ６ 表明，并没有任何一种策略使得供应

链 ｉ 的总利润一直凌驾于其他策略之上． 对于纯

策略 ＭＭ 和 ＲＲ 来说，存在阈值 θ１ ，当交叉价格

敏感度系数小于此阈值时，ＲＲ 模型的 ｉ 链系统总

利润更大，当交叉价格敏感度系数大于此阈值时，
ＭＭ 模型的 ｉ 链系统总利润更大． 对于 Ｈ 模型来

说，Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ＞ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ 始终成立． 此外，当交叉价

格敏感度系数超过阈值 θ２ 时，ＭＭ 模型的 ｉ 链系

统总利润最高，当交叉价格敏感度系数超过可能

存在的阈值 θ３ 时，ＲＲ 模型的 ｉ 链系统总利润将会

最低． 由命题 ６ 可以得到以下推论．
推论 ３　 １）如果 ０≤ θ ＜ θ２ ，则 ＲＲ 是唯一的

均衡策略；２）如果 θ２ ≤ θ ＜ ｍｉｎ｛θ３，１｝，则 ＭＭ 和

ＲＲ 都是均衡策略；３）如果 θ３ ≤ θ ＜ １， 则 ＭＭ 是

唯一的均衡策略．
在 Ｈ 模型下， Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ＞ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ 始终成立，

意味着由制造商提供延保服务的供应链有足够的

动机打破混合策略状态，所以不存在混合均衡． 推
论 ３ 表明在链与链竞争情形下，纯策略 ＲＲ 和 ＭＭ
均可能成为均衡策略，且在一定条件下，ＲＲ 可能

是唯一的均衡策略，ＭＭ 也可能是唯一的均衡策

略，特别地，ＭＭ 和 ＲＲ 两种均衡可能同时存在．
在理想情况下，如果整个供应链系统只存在一个

制造商和一个零售商，那么可以得到由零售商提

供延保服务优于由制造商提供延保服务的结论

（详见附录），这与 Ｌｉ 等［３］ 的研究结果类似———
如果制造商和零售商的维修成本一致，那么由零

售商提供延保服务时的系统总利润一定大于由制

造商提供延保服务时的系统总利润． 但现实生活

中，链与链的竞争随处可见． 而本文基于链与链竞

争情形得到了与单条链有差异的结论，即从供应

链的视角，当 ０ ≤ θ ＜ θ２ 时，两条链都由零售商提

供延保服务是最佳的均衡策略，当 θ３ ≤ θ ＜ １ 时，
两条链均由制造商提供延保服务会更好，当 θ２ ≤
θ ＜ ｍｉｎ｛θ３，１｝ 时，两条链可能均选择由制造商提

供延保服务，也可能均选择由零售商提供延保服

务，这为企业提供了更符合实际的管理建议． 因为
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Ｌｉ 等［３］ 构建的是由一个制造商和一个零售商所

组成的单条供应链框架，本文构建的是由两个制

造商和两个零售商构成的链与链竞争供应链框

架，而在推论 ３ 的附录中也将单供应链情形进行

了求解，发现单供应链情形下的结论与 Ｌｉ 等［３］所

得结论类似，但在本文所构建的链与链竞争供应

链模型下所得结论与 Ｌｉ 等［３］所得结论存在差异，
故可以认为导致结果存在差异的原因是所构建的

供应链框架不同，作用机理是：在单供应链中，只
存在产品和延保服务的纵向双重加价外部性，不
存在横向外部性． 但在链与链竞争框架下，产品竞

争的横向外部性会适度对冲纵向双重加价的外部

性． 当产品竞争效应较小时，即 ０ ≤ θ ＜ θ２ 时，横
向外部性对纵向外部性的弱化程度较小，影响不

大，故此时，所得均衡策略与构建单供应链情形的

Ｌｉ 等［３］ 的研究结论相似———由零售商提供延保

服务最佳． 但当产品竞争效应较大时，即 θ ≥ θ２

时，产品竞争的横向外部性对纵向外部性的弱化

程度较大，从而导致均衡策略与 Ｌｉ 等［３］的研究结

论不一致． 本文在链与链竞争供应链框架下，得到

与 Ｌｉ 等［３］不同的研究结果，将 Ｌｉ 等［３］ 结果拓展

到更现实的链与链竞争情形，这正体现出本文的

理论贡献．
为了更直观的展示推论 ３ 的结论，令 ｈ ＝ ２ ，

通过数值分析得到图 ２．

图 ２　 均衡策略决策区域图

Ｆｉｇ． ２ Ｔｈｅ ｄｅｃｉｓｉｏｎ⁃ｍａｋｉｎｇ ａｒｅａｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｓｔｒａｔｅｇｙ

下面将两个可能的均衡策略（ＲＲ 模型和 ＭＭ
模型）与基准模型做比较，探究分散化情形下的

ＲＲ 模型和 ＭＭ 模型的系统利润是否受到了

损害．
命题 ７　 １）当 ０≤θ ＜ θＣ－Ｒ 时， Π Ｃ

Ｔｉ＞ Π ｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ＞

Π ｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ； ２）当 θＣ－Ｒ≤θ ＜θＣ－Ｍ 时，Π ｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）

Ｔｉ ≥Π Ｃ
Ｔｉ ＞

Π ｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ；３）当θＣ－Ｍ≤θ ＜θ１ 时，Π ｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）

Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ≥

Π Ｃ
Ｔｉ ； ４）当 θ１ ≤θ ＜ １时，Πｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ≥Π ｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ＞ ΠＣ

Ｔｉ ．
命题 ７ 的结论表明，在延保服务的背景下，面

对链与链竞争环境，存在一定的区域使得分散化

渠道情形下的系统总利润优于集中化渠道情形．
这与 ＭｃＧｕｉｒｅ 和 Ｓｔａｅｌｉｎ［８］ 的类似结论一脉相承．
当交叉价格敏感度系数较小时，双重边际效应的

影响大于产品竞争效应的影响，使得集中化情形

下的系统总利润最大，相应的分散化情形下的

ＲＲ 模型和 ＭＭ 模型的系统利润受到了损害． 但
当交叉价格敏感度系数较大时，产品竞争效应成

为主导，横向竞争的外部性会增加下游的残酷竞

争，从而弱化纵向外部性，使得集中化情形下的系

统总利润小于分散化情形下的系统总利润． 从命

题 ７ 可知，当 θＣ－Ｒ ＜ θ ＜ θＣ－Ｍ 时，Ｃ 模型下的系统

总利润大于 ＭＭ 模型，但小于 ＲＲ 模型；当 θＣ－Ｍ ＜
θ ＜ １ 时，Ｃ 模型下的系统总利润最小．

通过参数设置 ａ ＝ １００ ， ｃｅ ＝ １ ， ｔ ＝ ２ ， ｈ ＝
２ ，得到图 ３ 以更直观的展示命题 ７，同时图 ３ 也

验证了命题 ７ 的结论．

图 ３　 ＭＭ 策略、 ＲＲ 策略与基准模型下的系统总利润关系

Ｆｉｇ． ３ Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｏｆ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｐｒｏｆｉｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｂｅｔｗｅｅｎ

ＭＭ ｓｔｒａｔｅｇｙ， ＲＲ ｓｔｒａｔｅｇｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｂｅｎｃｈｍａｒｋ

４． ３　 延保服务参数对均衡策略下价格的影响

以上结论显示 ＲＲ 策略和 ＭＭ 策略均可能成

为均衡策略． 下面探究延保服务参数 ｈ和参数 ｔ对
均衡策略中产品价格和延保价格的影响．
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命题 ８　 １）在 ＲＲ 和 ＭＭ 模型下，有
∂
ｘｉ

ｔ
∂ｈ ＜０，

∂ ｐｉ

∂ｈ ＞ ０，
∂ ｗ ｉ

∂ｈ ＞ ０； ２）
∂
ｘｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
ｉ

ｔ
∂ｔ ＞ ０，

∂ ｐｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
ｉ

∂ｔ ＜ ０，

∂ ｗｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）
ｉ

∂ｔ ＜ ０； ３）
∂
ｘｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）
ｉ

ｔ
∂ｔ ＞ ０； 当 ａ ＞

ｔ ｃｅ（２ｈ（４－３θ） ＋ＬＭＭ）
２ 时，

∂ｐｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）
ｉ

∂ｔ ＜０，
∂ ｗｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）

ｉ

∂ｔ ＜０；

当ａ０ ＜ ａ ＜
ｔ ｃｅ（２ｈ（４ － ３θ） ＋ ＬＭＭ）

２ 时，
∂ ｐｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）

ｉ

∂ｔ ＞

０，
∂ ｗｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）

ｉ

∂ｔ ＞ ０ ．

命题 ８ 的结论 １ 表明在 ＲＲ 模型和 ＭＭ 模型

下，随着延保价格敏感性的增加，单位延保价格会

降低，相应的产品价格和批发价格会增大，这是符

合常识的． 通常来说，随着延保时长的增加，只有

减小单位时长的延保价格，消费者才会更有动机

去购买较长期限的延保服务． 但有趣的是，命题 ８
的结论 ２ 和结论 ３ 表明在 ＲＲ 模型和 ＭＭ 模型

下，单位时长的延保价格随着延保时长的增大而

增大． 其原因是产品的故障数量随时间的增大而

增加，因此，延保时长越大，企业所承担的延保成

本将越高． 比如，在京东平台，其销售的名为“全
面保障”的延保服务的单位保修价格随着延保时

长的增大而增大，且大约 ７５％购买增值服务的消

费者会选择购买“全面保障”延保服务②． 这说明

此销售模式并没有带来消费者购买率的下降，因
为扩大的保修范围（比如将由于意外的碰撞所导

致的产品损坏纳入保修范围）对消费者购买延保

服务的影响大于单位时长延保价格对其的影响．
此外，ＲＲ 模型下，零售商对延保价格和产品价格

的决策更具灵活性，故随着延保时长的增加，产品

价格和批发价格会相应降低． 但在 ＭＭ 模型下，只
有当产品潜在市场规模较大时，其产品价格和批

发价格才会相应降低． 因为较小的产品潜在市场

规模会导致较低的产品需求量和延保需求量，故
只靠产品盈利的零售商会增大产品价格，相应的，
制造商会增大批发价格．

４． ４　 制造商、 零售商视角下策略选择的冲突

虽然 ＭＭ 策略和 ＲＲ 策略均可能成为均衡策

略，但是制造商和零售商在什么情况下会接受同

一种延保服务渠道策略呢？ 会出现制造商和零售

商策略选择上的冲突吗？ 为了更好的回答这些问

题，记 ＲＲ 模型与 ＭＭ 模型的产品需求比例 Δｑ ＝
ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
ｉ

ｑｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
ｉ

，他代表着 ＲＲ 模型与 ＭＭ 模型的产品需

求差距． 由此得到命题 ９ 和推论 ４．
命题 ９ 　 １） 当 Δ ｑ ＞ Δ ｑ１ 时， Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

Ｍｉ
＞

Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｍｉ

；当 Δ ｑ ＜ Δ ｑ１ 时， Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｍｉ

＜ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｍｉ

；
２）当 Δ ｑ ＞ Δ ｑ２ 时，Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

Ｒｉ
＞ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｒｉ
；当 Δ ｑ ＜

Δ ｑ２ 时， Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｒｉ

＜ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｒｉ

． 其中 １ ＜ Δ ｑ１ ＜ ２，
１ ＜ Δ ｑ２ ＜ ２ ．

命题 ９ 识别了制造商和零售商策略选择上变

化的临界条件． 命题 ９ 表明，当 ＲＲ 模型与 ＭＭ 模

型的产品需求比例大于阈值 Δ ｑ１ 时，两个制造商

更愿意接受由零售商提供延保服务，当 ＲＲ 模型

与 ＭＭ 模型的产品需求比例大于阈值 Δ ｑ２ 时，两
个零售商也更愿意接受由自己提供延保服务． 反
之，如果 ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

ｉ ＜ Δ ｑ１ ｑｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
ｉ ，两个制造商更愿

意选择由自己提供延保服务，如果 ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
ｉ ＜ Δ ｑ２

ｑｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
ｉ ，两个零售商更愿意接受由制造商提供延

保服务． 但是由于 Δ ｑ１ 与 Δ ｑ２ 并不一定相等，故在

制造商和零售商之间会发生延保服务渠道策略选

择上的冲突． 基于此，进一步得出以下推论．
推论 ４　 １）当 Δ ｑ ＞ ｍａｘ｛Δ ｑ１，Δ ｑ２｝ 时，则制

造商和零售商均希望由零售商提供延保服务；当
Δ ｑ ＜ ｍｉｎ｛Δ ｑ１，Δ ｑ２｝ 时，则制造商和零售商均希

望由制造商提供延保服务；当 Δ ｑ ＝ Δ ｑ１ ＝ Δ ｑ２

时，制造商和零售商均希望由制造商提供延保服

务或者由零售商提供延保服务； ２）当 Δ ｑ１ ＜Δ ｑ ＜
Δ ｑ２ 时，制造商更希望由零售商提供延保服务，而
零售商更希望由制造商提供延保服务；当 Δ ｑ２ ＜
Δ ｑ ＜ Δ ｑ１ 时，制造商更希望由自己提供延保服

务，而零售商也更希望由自己提供延保服务． 其
中， 当 ａ ＞ ａｂ 或者当 ａ０ ＜ ａ ＜ ａｂ 且 θｂ ＜ θ ＜ １
时， Δ ｑ１ ＜ Δ ｑ２ ，当 ａ０ ＜ ａ ＜ ａｂ 且 ０ ＜ θ ＜ θｂ 时，
Δ ｑ１ ＞ Δ ｑ２ ．
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推论 ４ 的结论 １ 显示了制造商和零售商的策

略选择行为一致而不存在冲突的情形． 推论 ４ 的结

论 ２ 识别出了制造商和零售商会发生策略选择冲

突的条件与边界． 如果产品潜在市场规模较大或者

产品潜在市场规模较小且交叉价格敏感度系数较

大时，则制造商和零售商之间会存在决策冲突区间

Δ ｑ１ ＜ Δ ｑ ＜Δ ｑ２ ． 如果产品潜在市场规模较小且交

叉价格敏感度系数较小时，则制造商和零售商之间

会存在决策冲突区间 Δ ｑ２ ＜ Δ ｑ ＜ Δ ｑ１ ．据此，可用

图 ４ 直观表示制造商和零售商决策行为的异同之

处．其中，阴影部分代表制造商和零售商策略冲突的

区域，比如在图 ４（ａ）中左边阴影部分代表制造商偏

好选择ＭＭ 策略，而零售商偏好选择 ＲＲ 策略．

（ａ） ａ０ ＜ ａ ＜ ａｂ

（ｂ） ａ ＞ ａｂ

图 ４　 制造商和零售商视角下的策略选择行为

Ｆｉｇ． ４ Ｓｔｒａｔｅｇｉｃ ｃｈｏｉｃｅ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｐｅｒｓｐｅｃｔｉｖｅ ｏｆ

ｍａｎｕｆａｃｔｕｒｅｒｓ ａｎｄ ｒｅｔａｉｌｅｒｓ

５　 结束语

本文在链与链竞争环境下主要讨论两种常见

的延保服务销售渠道模式：制造商提供延保服务

和零售商提供延保服务． 这项研究试图回答链与

链竞争环境下主导的延保服务渠道策略． 在拓展

以往关于延保服务研究的同时，也为企业决策提

供了更好的理论基础．
本文发现的几个主要结论及相应管理启示

如下：
首先，从供应链的视角来说，两条链均由制造

商提供延保服务（ＭＭ）和两条链均由零售商提供

延保服务（ＲＲ）都可能成为均衡策略，且这两种

均衡策略可能单独存在，也可能同时存在． 但是，
从制造商和零售商的视角来讲，制造商和零售商

在策略选择上存在一定的冲突区间，即制造商和

零售商并非会一直偏好于接受同一种延保服务渠

道策略． 进一步地，当由上游制造商和下游零售商

共同商议决定延保服务的提供者时，存在一定的

冲突区间，即当 ａ ＞ ａｂ 或者当 ａ０ ＜ ａ ＜ ａｂ 且 θｂ ＜
θ ＜ １ 时，存在 Δ ｑ１ ＜ Δ ｑ ＜ Δ ｑ２， 使得制造商更

希望由零售商提供延保服务，而零售商更希望由

制造商提供延保服务；当 ａ０ ＜ ａ ＜ ａｂ 且 ０ ＜ θ ＜
θｂ 时，存在 Δ ｑ２ ＜ Δ ｑ ＜ Δ ｑ１， 使得制造商更希望

由自己提供延保服务，而零售商也更希望由自己

提供延保服务． 但如果由供应链中的强势方（即
强势的上游制造商或者强势的下游零售商）独自

决定延保服务的提供者时，则不存在冲突区间．
其次，在延保服务的背景下，面对链与链竞争

环境，如果产品竞争效应的影响大于双重边际效

应的影响，则分散化渠道情形下的绩效可能会优

于集中化渠道情形下的绩效． 当交叉价格敏感度

系数较大时，产品竞争效应成为主导，横向竞争

的外部性会增加下游的残酷竞争，从而弱化纵

向外部性，使得集中化情形下的系统总利润小

于分散化情形下的系统总利润． 当 ０ ≤ θ ＜ θＣ－Ｒ

时，Ｃ 模型下的系统总利润优于 ＲＲ 模型和 ＭＭ
模型． 当 θＣ－Ｒ ≤ θ ＜ θＣ－Ｍ 时，Ｃ 模型下的系统总

利润大于 ＭＭ 模型，但小于 ＲＲ 模型；当 θＣ－Ｍ ≤
θ ＜ θ１ 时，Ｃ 模型的系统总利润最小，且 ＲＲ 模型

的总利润优于 ＭＭ 模型；当 θ１ ≤ θ ＜ １ 时，Ｃ 模
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型的系统总利润最小，且 ＭＭ 模型的总利润优

于 ＲＲ 模型． 此结论暗示，如果两个企业的竞争

较为缓和，则均选择集中化渠道策略会优于分

散化渠道策略；如果两个企业的竞争较为激励，
则均选择由零售商销售延保服务的分散化渠道

策略所得系统总利润会优于集中化渠道策略下

的系统总利润；如果两个企业的竞争极其激励，
则均选择由制造商销售延保服务的分散化渠道

策略会更好．
最后，本文还发现，随着延保时长的增加，单

位延保价格不会降低，相反，单位延保价格会受到

延保成本的影响而随延保时长的增加而增加． 因
为产品的故障数量随时间的增大而增加，故延保

时长越大，企业所承担的延保成本将越高． 此外，
扩大的保修范围（比如将由于意外的碰撞所导致

的产品损坏纳入保修范围）对消费者购买延保服

务的影响大于单位时长延保价格对其的影响． 此
研究结论给出的管理启示为：当企业销售容易出

现故障的低价值或中等价值产品时，其设置的单

位延保价格可以随着延保时长的增加而增加；当
企业销售不易出现故障的高价值产品时，则可扩

大产品保修范围，进而设置随延保时长增加而增

加的单位延保价格．
这项研究对于在链与链竞争环境下理解延保

服务渠道策略选择具有重要意义，且有可拓展的

空间． 未来，还可从以下几个方面进行拓展研究：
制造商或零售商将延保服务外包给第三方的延保

服务渠道策略选择问题、在不确定环境下研究延

保服务、以及构建非对称供应链，特别是两种产品

的故障率和维修成本不同的情况等等．
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附录

附表 １　 参数表达

Ａｔｔａｃｈｅｄ Ｔａｂｌｅ １ Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ

参数 表达式

ＬＭＭ ２ｈ（４ － ３θ） － ｔ（１ － θ）

ＬＲＲ ｈ（４ － ３θ） － ｔ（１ － θ）

ＬＨ （ｈ（４ ＋ ３θ） － ｔ（１ ＋ θ））（２ｈ（４ － ３θ） － ｔ（１ － θ）） ＋ ｈｔθ

Ｌ１ ｈ（４ ＋ ３θ） － ｔ（１ ＋ θ）

Ｌ２ ２ｈ（４ ＋ ３θ） － ｔ（１ ＋ θ）

Ａ ２ａ － ｔ２ ｃｅ（１ － θ）

命题 ２ 的证明：

根据逆推法则，先将 ＭＭ 模型中零售商的利润函数分别对 ｐｉ 求偏导，
∂ΠＭＭ

Ｒｉ

∂ ｐｉ
＝ ａ － ２ ｐｉ ＋ θ ｐ ｊ ＋ ｗｉ，

∂２ΠＭＭ
Ｒｉ

∂ ｐ２
ｉ

＝ － ２ ＜ ０．

因此，零售商利润函数是关于 ｐｉ 的凹函数． 接着，制造商利润函数关于 （ｗｉ，ｘｉ） 的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵为 Ｈ ＝

∂２ΠＭＭ
Ｍｉ

∂ ｗ２
ｉ

∂２ΠＭＭ
Ｍｉ

∂ ｗｉ∂ ｘｉ

∂２ΠＭＭ
Ｍｉ

∂ ｘｉ∂ ｗｉ

∂２ΠＭＭ
Ｍｉ

∂ ｘ２
ｉ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

＝

－ １ － １
２

－ １
２ － ２ｈ

ｔ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
． 已知假设条件 ０ ＜ ｔ≤２ｈ ，故有

∂２ΠＭＭ
Ｍｉ

∂ ｗ２
ｉ

＝ － １ ＜ ０ ，

∂２ΠＭＭ
Ｍｉ

∂ ｗ２
ｉ

∂２ΠＭＭ
Ｍｉ

∂ ｗｉ∂ ｘｉ

∂２ΠＭＭ
Ｍｉ

∂ ｘｉ∂ ｗｉ

∂２ΠＭＭ
Ｍｉ

∂ ｘ２
ｉ

＝
∂２ΠＭＭ

Ｍｉ

∂ ｗ２
ｉ

∂２ΠＭＭ
Ｍｉ

∂ ｘ２
ｉ

－
∂２ΠＭＭ

Ｍｉ

∂ ｗｉ∂ ｘｉ

∂２ΠＭＭ
Ｍｉ

∂ ｘｉ∂ ｗｉ
＝

８ｈ － ｔ
４ｔ ＞ ０ ． 因此，制造商利润函数关于 （ｗｉ，ｘｉ） 是联合凹的，最优解存在且唯一．

本文采用以往文献常用的 Ｎａｓｈ⁃Ｎａｓｈ 解决方案的概念（例如： Ｆｅｎｇ 和 Ｌｕ［３５］ ； Ｈｓｕ 等［３６］ ），假定两条链的决策过程是

独立且同时进行的． 此框架要求两条链不会发生信息交换，这在实践中是很常见的． 因为两条链销售的是替代性产品，且

链与链之间存在着竞争关系，因此他们不会向对方泄露自己的决策信息． 根据逆推法则，先令
∂ΠＭＭ

Ｒｉ

∂ ｐｉ
＝ａ－２ ｐｉ ＋ θ ｐ ｊ ＋ ｗｉ ＝

０ ，解得 ｐｉ� ＝
ａ ＋ θ ｐ ｊ ＋ ｗｉ

２ ，然后将 ｐｉ�代入制造商 ｉ 的利润函数中，解方程组

∂ΠＭＭ
Ｍｉ

∂ ｗｉ
＝

ａ ＋ ｔ２ ｃｅ ＋ θ ｐ ｊ － ２ ｗｉ － ｘｉ
２ ＝ ０

∂ΠＭＭ
Ｍｉ

∂ ｘｉ
＝

ａ ＋ ２ｈｔｃｅ ＋ θ ｐ ｊ － ｗｉ －
４ｈｘｉ
ｔ

２ ＝ ０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

，

可得 ｗｉ ＝
２ｈｔ２ ｃｅ ＋ （４ｈ － ｔ）（ａ ＋ θ ｐ ｊ）

８ｈ － ｔ ， ｘｉ ＝
ｔ（ａ ＋ （４ｈ － ｔ） ｔ ｃｅ ＋ θ ｐ ｊ）

８ｈ － ｔ ， 再 将 ｗｉ ， ｘｉ 代 入 ｐｉ� ， 可 得 ｐｉ ＝

ｈｔ２ ｃｅ ＋ （６ｈ － ｔ）（ａ ＋ θ ｐ ｊ）
８ｈ － ｔ ． 同 理 可 得 ｗｊ ＝

２ｈｔ２ ｃｅ ＋ （４ｈ － ｔ）（ａ ＋ θ ｐｉ）
８ｈ － ｔ ， ｘ ｊ ＝

ｔ（ａ ＋ （４ｈ － ｔ） ｔ ｃｅ ＋ θ ｐｉ）
８ｈ － ｔ ， ｐ ｊ ＝

ｈｔ２ ｃｅ ＋ （６ｈ － ｔ）（ａ ＋ θ ｐｉ）
８ｈ － ｔ ． 最 后 将 ｗｉ ＝

２ｈｔ２ ｃｅ ＋ （４ｈ － ｔ）（ａ ＋ θ ｐ ｊ）
８ｈ － ｔ ， ｘｉ ＝

ｔ（ａ ＋ （４ｈ － ｔ） ｔ ｃｅ ＋ θ ｐ ｊ）
８ｈ － ｔ ， ｐｉ ＝
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ｈｔ２ ｃｅ ＋ （６ｈ － ｔ）（ａ ＋ θ ｐ ｊ）
８ｈ － ｔ ， ｗｊ ＝

２ｈｔ２ ｃｅ ＋ （４ｈ － ｔ）（ａ ＋ θ ｐｉ）
８ｈ － ｔ ， ｘ ｊ ＝

ｔ（ａ ＋ （４ｈ － ｔ） ｔ ｃｅ ＋ θ ｐｉ）
８ｈ － ｔ ， ｐ ｊ ＝

ｈｔ２ ｃｅ ＋ （６ｈ － ｔ）（ａ ＋ θ ｐｉ）
８ｈ － ｔ 这 ６ 个 公 式 联 立 求 解， 即 得 ｗｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

ｉ ＝
ａ（４ｈ － ｔ） ＋ ｈｔ２ ｃｅ（２ － θ）

ＬＭＭ
， ｐｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

ｉ ＝

ａ（６ｈ － ｔ） ＋ ｈｔ２ ｃｅ
ＬＭＭ

， ｘｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
ｉ ＝ ｔＡ

２ ＬＭＭ
＋
ｔ２ ｃｅ
２ ，其中 ｉ， ｊ ＝ １，２， ｉ≠ ｊ ． 将所求决策变量结果代入需求函数和利润函数中即可

得 ｑｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
ｉ ＝ ｈＡ

ＬＭＭ
， Ｑｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

ｉ ＝ ｈＡ
２ ＬＭＭ

－
ｈｔｃｅ
２ ，ΠＭＭ

Ｍｉ ＝ ｈ（８ｈ － ｔ） Ａ２

４ Ｌ２
ＭＭ

＋
ｈｔ３ ｃｅ ２

４ ，ΠＭＭ
Ｒｉ ＝ ｈ２ Ａ２

Ｌ２
ＭＭ

． 证毕．

命题 ５ 的证明：

ｐｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）ｉ －ｐＣｉ ＝ ｈＡ（４ｈ － ｔ）
２ ＬＲＲ（２ｈ（２ － θ） － ｔ（１ － θ）） ＞ ０ ， ｐｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

ｉ － ｐｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）ｉ ＝ ｈｔθＡ（３ｈ － ｔ）
２ ＬＲＲ ＬＨ

＞ ０ ， ｐｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）
ｉ － ｐｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

ｉ ＝ ｈｔＡ
ＬＨ

＞

０ ， ｐｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
ｉ － ｐｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）

ｉ ＝ ｈｔθＡ（６ｈ － ｔ）
２ ＬＭＭ ＬＨ

＞ ０ ，故 ｐｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
ｉ ＞ ｐｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）

ｉ ＞ ｐｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）
ｉ ＞ ｐｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）ｉ ＞ ｐＣｉ ．

ｘｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
ｉ － ｘｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）

ｉ ＝ ｈ ｔ２θＡ
２ ＬＭＭ ＬＨ

＞ ０ ， ｘｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）ｉ － ｘｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
ｉ ＝ ｔ２Ａ（１ － θ）

４ ＬＲＲ ＬＭＭ
＞ ０ ， ｘｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

ｉ － ｘｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）ｉ ＝ ｈ ｔ２θＡ
４ ＬＲＲ ＬＨ

＞ ０ ， ｘＣｉ －

ｘｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）ｉ ＝ ｔＡ（４ｈ － ｔ）（１ － θ）
４ ＬＲＲ（２ｈ（２ － θ） － ｔ（１ － θ）） ＞ ０ ， ｘｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

ｉ － ｘＣｉ ＝ ｔＡ（θ２（２４ ｈ２ － １０ｈｔ ＋ ｔ２） ＋ ８ ｈ２θ － （４ｈ － ｔ）（８ｈ － ｔ））
４ ＬＨ（２ｈ（２ － θ） － ｔ（１ － θ）） ，故

有 ｍａｘ｛ｘＣｉ ，ｘｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）
ｉ ｝ ＞ ｘｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）ｉ ＞ ｘｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

ｉ ＞ ｘｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）
ｉ ，且当 ０ ＜ θ ＜

　
７８４ ｈ４ － ６０８ ｈ３ ｔ ＋ １７６ ｈ２ ｔ２ － ２２ｈ ｔ３ ＋ ｔ４ － ４ ｈ２

２４ ｈ２ － １０ｈｔ ＋ ｔ２
时，

ｘＣｉ ＞ ｘｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）
ｉ ，当

　
７８４ ｈ４ － ６０８ ｈ３ ｔ ＋ １７６ ｈ２ ｔ２ － ２２ｈ ｔ３ ＋ ｔ４ － ４ ｈ２

２４ ｈ２ － １０ｈｔ ＋ ｔ２
＜ θ ＜ １ 时， ｘＣｉ ＜ ｘｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

ｉ ．

同理可得， ｍａｘ｛ｑＣｉ ，ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）
ｉ ｝ ＞ ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）ｉ ＞ ｑｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

ｉ ＞ ｑｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）
ｉ ， ｍａｘ｛ＱＣ

ｉ ，Ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）
ｉ ｝ ＞ Ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

ｉ ＞ Ｑｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
ｉ ＞ Ｑｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）

ｉ ，

且 当 ０ ＜ θ ＜
　

７８４ ｈ４ － ６０８ ｈ３ ｔ ＋ １７６ ｈ２ ｔ２ － ２２ｈ ｔ３ ＋ ｔ４ － ４ ｈ２

２４ ｈ２ － １０ｈｔ ＋ ｔ２
时， ｑＣｉ ＞ ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

ｉ ， ＱＣ
ｉ ＞ Ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

ｉ ， 当

　
７８４ ｈ４ － ６０８ ｈ３ ｔ ＋ １７６ ｈ２ ｔ２ － ２２ｈ ｔ３ ＋ ｔ４ － ４ ｈ２

２４ ｈ２ － １０ｈｔ ＋ ｔ２
＜ θ ＜ １ 时， ｑＣｉ ＜ ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

ｉ ， ＱＣ
ｉ ＜ Ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

ｉ ．

其中 １－
　

７８４ ｈ４ － ６０８ ｈ３ ｔ ＋ １７６ ｈ２ ｔ２ － ２２ｈ ｔ３ ＋ ｔ４ －４ ｈ２

２４ ｈ２ － １０ｈｔ ＋ ｔ２
＝ ２８ ｈ２ － １０ｈｔ ＋ ｔ２ －

　
７８４ ｈ４ － ６０８ ｈ３ ｔ ＋ １７６ ｈ２ ｔ２ － ２２ｈ ｔ３ ＋ ｔ４

２４ ｈ２ － １０ｈｔ ＋ ｔ２
．

因为 ０ ＜ ｔ ≤２ｈ ，故 ２４ ｈ２ － １０ｈｔ ＋ ｔ２ ＝ １０ｈ（２ｈ － ｔ） ＋ ４ ｈ２ ＋ ｔ２ ＞ ０ ，又因 （２８ ｈ２ － １０ｈｔ ＋ ｔ２）２ － （７８４ ｈ４ － ６０８ ｈ３ ｔ ＋ １７６ ｈ２ ｔ２ －

２２ｈ ｔ３ ＋ ｔ４） ＝ ２ｈｔ（２４ ｈ２ － １０ｈｔ ＋ ｔ２） ＞ ０ ，所以 ２８ ｈ２ － １０ｈｔ ＋ ｔ２ ＞
　

７８４ ｈ４ － ６０８ ｈ３ ｔ ＋ １７６ ｈ２ ｔ２ － ２２ｈ ｔ３ ＋ ｔ４ ，故

２８ ｈ２ －１０ｈｔ＋ｔ２ －
　

７８４ ｈ４ － ６０８ ｈ３ ｔ ＋ １７６ ｈ２ ｔ２ － ２２ｈ ｔ３ ＋ ｔ４

２４ ｈ２ － １０ｈｔ ＋ ｔ２
＞ ０ ．综上０＜

　
７８４ ｈ４ －６０８ ｈ３ ｔ ＋ １７６ ｈ２ ｔ２ － ２２ｈ ｔ３ ＋ ｔ４ － ４ ｈ２

２４ ｈ２ － １０ｈｔ ＋ ｔ２
＜ １．

证毕．

推论 １ 的证明：

当 ＱＣ
ｉ ＝

ｈ（ａ － ｈｔ ｃｅ（２ － θ））
２ｈ（２ － θ） － ｔ（１ － θ） ＞ ０ 时，ａ ＞ ａＣ ＝ ｈｔ ｃｅ（２ － θ） ． 当 Ｑｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

ｉ ＝ ｈＡ
２ ＬＭＭ

－
ｈｔ ｃｅ
２ ＞ ０ 时， ａ ＞ ａＭＭ ＝ ｈｔ ｃｅ（４ －

３θ） ． 当 Ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
ｉ ＝ ｈＡ

４ ＬＲＲ
－
ｈｔ ｃｅ
２ ＞ ０ 时， ａ ＞ ａＲＲ ＝

ｔ ｃｅ（２ｈ（４ －３θ） －ｔ（１ － θ））
２ ． 当 Ｑｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）

ｉ ＝
ｈＡ Ｌ１

２ ＬＨ
－
ｈｔ ｃｅ
２ ＞ ０ 且 Ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

ｉ ＝

ｈＡＬ２

４ ＬＨ
－
ｈｔｃｅ
２ ＞ ０ 时， ａ ＞ ａＨ ＝

ｈｔｃｅ（２ｈ（１６ － ９ θ２） － ｔ（８ ＋ θ － ６ θ２））
２ｈ（４ ＋ ３θ） － ２ｔ（１ ＋ θ） ． 因为 ａＨ － ａＭＭ ＝

ｈθｃｅ ｔ２

２（ｈ（４ ＋ ３θ） － ｔ（１ ＋ θ）） ＞ ０，

ａＭＭ － ａＲＲ ＝
ｔ２ ｃｅ（１ － θ）

２ ＞ ０ ， ａＲＲ － ａＣ ＝
ｔ ｃｅ（４ｈ － ｔ）（１ － θ）

２ ＞ ０ ，所以 ａＨ ＞ ａＭＭ ＞ ａＲＲ ＞ ａＣ ． 证毕．
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命题 ６ 的证明：

Π ｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）
Ｔｉ －Π ｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ＝
ｈｔ Ａ２（７２ ｈ２ －２４ｈｔ＋ｔ２）（θ － θ１＋）（θ － θ１）

１６ Ｌ２
ＭＭ Ｌ２

ＲＲ
，其中， θ１ ＝ ７２ ｈ２ － ２２ｈｔ ＋ ｔ２ － ２　 ３ｈ

　
（４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２）

７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２
，

θ１＋ ＝ ７２ ｈ２ － ２２ｈｔ ＋ ｔ２ ＋ ２　 ３ｈ
　

（４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２）
７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２

，０ ＜ θ１ ＜ １ ， θ１＋ ＞ １ ．故当０≤ θ ＜ θ１ 时，Πｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）

Ｔｉ
；当 θ１ ≤

θ ＜ １ 时，Π ｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ≤Π ｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ．

Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ － Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ＝
ｈｔ Ａ２ （６ｈ － ｔ） ２（７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２）（θ ＋ θ２＋ ）（θ － θ２＋ ）（θ ＋ θ２）（θ － θ２）

１６ Ｌ２
ＭＭ Ｌ２

Ｈ

其中 θ２ ＝
　

（４ｈ － ｔ）（６ｈ － ｔ）（８ｈ － ｔ）（１８ｈ － ｔ） － ２ 　 ３ ｈ（４８ ｈ２ － １４ｈｔ ＋ ｔ２）
　

（４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２）
（６ｈ － ｔ） ２（７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２）

，

θ２＋ ＝
　

（４ｈ － ｔ）（６ｈ － ｔ）（８ｈ － ｔ）（１８ｈ － ｔ） ＋ ２ 　 ３ ｈ（４８ ｈ２ － １４ｈｔ ＋ ｔ２）
　

（４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２）
（６ｈ － ｔ） ２（７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２）

， ０ ＜ θ２ ＜ １ ， θ２＋ ＞ １ ．

故当 ０ ≤θ ＜ θ２ 时， Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ＞ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ；当 θ２ ≤ θ ＜ １ 时， Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ≤ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ．

Π ｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）
Ｔｉ －Π ｉ（Ｍ）ｊ（Ｒ）

Ｔｉ ＝
ｈｔ （２ａ － ｔ２ ｃｅ（１ － θ））２ （３ｈ － ｔ）２（７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２）（θ ＋ θ３＋）（θ － θ３＋）（θ ＋ θ３）（θ － θ３）

１６ Ｌ２
ＲＲ Ｌ２

Ｈ

其中 θ３ ＝
　

（４ｈ － ｔ）２（５４ ｈ２ － ２１ｈｔ ＋ ｔ２） － ２　 ３ｈ（３ｈ － ｔ）（４ｈ － ｔ） 　 （４ｈ － ｔ）（１２ｈ － ｔ）
（３ｈ － ｔ）２（７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２）

，

θ３＋ ＝
　

（４ｈ － ｔ）２（５４ ｈ２ － ２１ｈｔ ＋ ｔ２） ＋ ２　 ３ｈ（３ｈ － ｔ）（４ｈ － ｔ） 　 （４ｈ － ｔ）（１２ｈ － ｔ）
（３ｈ － ｔ）２（７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２）

， θ３＋ ＞ １ ，当 ０ ＜ ｔ ＜ １．３６７ １ｈ 时， ０ ＜

θ３ ＜１，当 １．３６７ １ｈ ≤ ｔ ≤２ｈ 时， θ３ ≥１ ．故当 ０ ＜ ｔ ＜ １．３６７ １ｈ 且 ０ ＜ θ ＜ θ３ 时，或者当 １．３６７ １ｈ ≤ ｔ ≤２ｈ 时， Π ｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ＞

Π ｉ（Ｍ）ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ；当 ０ ＜ ｔ ＜ １．３６７ １ｈ 且 θ３ ≤ θ ＜ １ 时，Π ｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）

Ｔｉ ≤Π ｉ（Ｍ）ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ．

又因 Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ － Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ ＝ ３ ｈ２ Ａ２ ｔθ（４ｈ － ｔ）（２ ｔ２（１ － θ２） － ｈｔ（２４ － θ － １８ θ２） ＋ ４ ｈ２（１６ － ９ θ２））
１６ Ｌ２

ＲＲ Ｌ２
Ｈ

＞ ０ ，Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ －

Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ＝ ｈ２ Ａ２ ｔθ（１２ｈ － ｔ）（２ ｔ２（１ － θ２） － ｈｔ（２４ ＋ θ － １８ θ２） ＋ ４ ｈ２（１６ － ９ θ２））

４ Ｌ２
ＭＭ Ｌ２

Ｈ
＞ ０ ， Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ － Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ＝

ｈｔ Ａ２（ ｔ２ （１ ＋ θ） ２ － ４ｈｔ（１ ＋ θ）（５ ＋ ６θ） ＋ ８ ｈ２（２ ＋ ３θ）（４ ＋ ３θ））
１６ Ｌ２

Ｈ
＞ ０ ，所以 Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ＞ Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ，Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ＞ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ，

Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ＞ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ ．
此外， ０ ＜ θ１ ＜ θ２ ＜ ｍｉｎ｛θ３，１｝ ，当 ０ ＜ ｔ ＜ １． ３６７ １ｈ 时，阈值 θ３ 存在且 ０ ＜ θ３ ＜ １ 的证明如下：

因为 ０ ＜ ｔ≤２ｈ ，所以７２ ｈ２ －２４ｈｔ＋ｔ２ ＞０，（７２ ｈ２ －２２ｈｔ ＋ ｔ２）２ － (２　 ３ｈ
　

（４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２） )
２

＝（４ｈ－ｔ）（１６ｈ － ｔ）（７２ ｈ２ －

２４ｈｔ ＋ ｔ２） ＞０，所以７２ ｈ２ － ２２ｈｔ ＋ ｔ２ ＞２　 ３ｈ
　

（４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２） ，故 θ１ ＝
７２ ｈ２ － ２２ｈｔ ＋ ｔ２ － ２　 ３ｈ

　
（４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２）

７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２
＞ ０．

θ２
２ － θ２

１ ＝
　

（４ｈ － ｔ）（６ｈ － ｔ）（８ｈ － ｔ）（１８ｈ － ｔ） － ２ 　 ３ ｈ（４８ ｈ２ － １４ｈｔ ＋ ｔ２）
　

（４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２）
（６ｈ － ｔ） ２（７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２）

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－

　 ７２ ｈ２ － ２２ｈｔ ＋ ｔ２ － ２ 　 ３ ｈ
　

（４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２）
７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２( )

２

＝
２ｈ (１２ｈ － ３ｔ ＋ 　 ３

　
４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２ － ｔ２

６ｈ － ｔ ) (７２ ｈ２ － ２２ｈｔ ＋ ｔ２ － ２ 　 ３ ｈ
　

４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２ )
（７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２） ２ ，因为

７２ ｈ２ － ２２ｈｔ ＋ ｔ２ ＞ ２ 　 ３ ｈ
　

（４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２） ， １２ｈ － ３ｔ ＋ 　 ３
　

４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２ － ｔ２
６ｈ － ｔ ＝ ３（２ｈ － ｔ） ＋ 　 ３

　
４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２ ＋ ３６ ｈ２ － ６ｈｔ － ｔ２

６ｈ － ｔ ＞ ０ ，故 θ２
２ ＞ θ２

１ ，故 θ２ ＞ θ１ ．
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θ２
３ － θ２

２ ＝ （４ｈ － ｔ） ２（５４ ｈ２ － ２１ｈｔ ＋ ｔ２） － ２ 　 ３ ｈ（３ｈ － ｔ）（４ｈ － ｔ） 　 （４ｈ － ｔ）（１２ｈ － ｔ）
（３ｈ － ｔ） ２（７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２）

－

　 （４ｈ － ｔ）（６ｈ － ｔ）（８ｈ － ｔ）（１８ｈ － ｔ） － ２ 　 ３ ｈ（４８ ｈ２ － １４ｈｔ ＋ ｔ２）
　

（４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２）
（６ｈ － ｔ） ２（７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２）

＝ ｈｔ（７２ ｈ２ － ２２ｈｔ ＋ ｔ２ － ２ 　 ３ ｈ
　

４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２ ）
（３ｈ － ｔ）（６ｈ － ｔ）（７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２）

＞ ０ ，故 θ２
３ ＞ θ２

２ ，故 θ３ ＞ θ２ ．

１ － θ ２
２ ＝ １ － （４ｈ － ｔ） （６ｈ － ｔ） （８ｈ － ｔ） （１８ｈ － ｔ） － ２ 　 ３ ｈ（４８ ｈ２ － １４ｈｔ ＋ ｔ２ ）

　
（４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２ ）

（６ｈ － ｔ） ２ （７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２ ）
＝

２ｈ ( ３ （８ｈ － ｔ）
　

４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２ － ８ｈ（９ｈ － ２ ｔ） )
（６ｈ － ｔ） （７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２ ）

，因为 ( ３ （８ｈ － ｔ）
　

４８ ｈ２ －１６ｈｔ ＋ ｔ２ )
２

－ （８ｈ（９ｈ －２ ｔ） ） ２ ＝

（７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２ ） （５６ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ３ ｔ２ ） ＞ ０ ，所以
　 ３ （８ｈ － ｔ）

　
４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２ ＞ ８ｈ（９ｈ － ２ ｔ） ，故 １ － θ ２

２ ＞ ０，
即 １ ＞ θ２ ．

１ － θ２
３ ＝ １ － （４ｈ － ｔ） ２ （５４ ｈ２ － ２１ｈｔ ＋ ｔ２ ） － ２ 　 ３ ｈ（３ｈ － ｔ） （４ｈ － ｔ） 　 （４ｈ － ｔ） （１２ｈ － ｔ）

（３ｈ － ｔ） ２ （７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２ ）
＝

ｈ（２ 　 ３ （４ｈ － ｔ）
　

４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２ － （７２ ｈ２ － １６ｈｔ － ｔ２ ） ）
（３ｈ － ｔ） （７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２ ）

， 因 为 （２ 　 ３ （４ｈ － ｔ）
　

４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２ ）
２

－

（７２ ｈ２ －１６ｈｔ － ｔ２ ） ２ ＝ （７２ ｈ２ －２４ｈｔ ＋ ｔ２ ） （５６ ｈ２ －５６ｈｔ ＋ １１ ｔ２ ） ，故当 ５６ ｈ２ － ５６ｈｔ ＋ １１ ｔ２ ＞ ０ 时， θ３ ＜ １ ，当 ５６ ｈ２ －
５６ｈｔ ＋ １１ ｔ２ ＜ ０ 时， θ３ ＞ １ ，即当 ０ ＜ ｔ ＜ １ ． ３６７ １ｈ 时， ０ ＜ θ３ ＜ １ ，当 １ ． ３６７ １ｈ ≤ ｔ ≤ ２ｈ 时， θ３ ＞ １ ．

故有 ０ ＜ θ１ ＜ θ２ ＜ ｍｉｎ｛θ３，１｝ 成立，且只有当 ０ ＜ ｔ ＜ １． ３６７ １ｈ 时，阈值 θ３ 才存在，且 ０ ＜ θ３ ＜ １ ．
综上所述，当 ０ ≤ θ ＜ θ１ 时， Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ

， Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ
， Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ

， Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ
，

Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ
，故有 Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ

．

当 θ１ ≤ θ ＜ θ２ 时，Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ≤Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ
，Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ

，Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ
，Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ

，Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ＞

Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ

，故有 Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ≥ Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ
．

当 θ２ ≤ θ ＜ ｍｉｎ｛θ３，１｝ 时， Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ＜ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ
， Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ≤ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ

， Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ
， Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ

，

Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ
，故有 Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ≥ Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ

．

当 ０ ＜ ｔ ＜ １． ３６７１ｈ 且 θ３ ≤ θ ＜ １ 时， Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ＜ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ
， Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ＜ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ

， Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ≤ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ
， Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ＞

Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ

， Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ
， Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ

，故有 Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ≥ Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ
． 证毕．

推论 ３ 的证明：
由命题 ６ 可知，当 ０ ≤ θ ＜ θ１ 时，有 Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ

；当 θ１ ≤ θ ＜ θ２ 时，有 Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ＞

Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ≥ Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ

；当 θ２ ≤ θ ＜ ｍｉｎ｛θ３，１｝ 时，有 Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ≥ Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ
；当 θ３ ≤ θ ＜

１ 时，有 Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ＞Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ＞Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ≥Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ
． 可以看出，当 ０ ≤ θ ＜ θ２ 时，无论对手链选择何种策略， ｉ 供应链选择 Ｒ

策略所获得的总利润均会大于其选择 Ｍ 策略所获得的总利润，因此 ｉ 供应链会选择 Ｒ 策略，又因两条链是对称的，故此

时，ＲＲ 是唯一的均衡策略． 当 θ２ ≤ θ ＜ ｍｉｎ｛θ３，１｝ 时，如果对手链选择 Ｍ 策略，则 ｉ供应链也会选择 Ｍ 策略（ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ≥

Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｍ）
Ｔｉ

），如果对手链选择 Ｒ 策略，则 ｉ 供应链也会选择 Ｒ 策略（ Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｔｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ
），故此时，ＭＭ 和 ＲＲ 都是均衡策

略；同理，当 θ３ ≤ θ ＜ １ 时，ＭＭ 是唯一的均衡策略． 证毕．

单供应链情形：

当市场中只有一个制造商和一个零售商时，设产品需求 ｑ ＝ ａ － ｐ ，延保服务需求 Ｑ ＝ ｑ － ｈ ｘ
ｔ ． 集中化情形下系统

的利润函数为 ｍａｘ
ｐ，ｘ

ΠＣ
Ｔ ＝ ｐｑ＋（ｘ－ｃｅ ｔ２）Ｑ ． 如果由制造商提供延保服务，则制造商和零售商的最大化问题分别为 ｍａｘ

ｗ，ｘ
ΠＭ

Ｍ ＝

ｗｑ＋（ｘ－ｃｅ ｔ２）Ｑ 和 ｍａｘ
ｐ

ΠＭ
Ｒ ＝ （ｐ － ｗ）ｑ ． 如果由零售商提供延保服务，则制造商和零售商的最大化问题分别为 ｍａｘ

ｗ，ｘ
ΠＭ

Ｍ ＝

ｗｑ 和 ｍａｘ
ｐ

ΠＭ
Ｒ ＝ （ｐ － ｗ）ｑ ＋ （ｘ － ｃｅ ｔ２）Ｑ ． 求得的批发价格、产品价格、延保价格和系统总利润函数如下表所示．
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附表 ２　 单供应链情形下的均衡结果

Ａｔｔａｃｈｅｄ Ｔａｂｌｅ ２ Ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｓｕｐｐｌｙ ｃｈａｉｎ

Ｃ 模型 Ｍ 模型 Ｒ 模型

ｗ ａ（４ｈ － ｔ） ＋ ２ｈ ｔ２ ｃｅ
８ｈ － ｔ ，

２ａ － ｔ２ ｃｅ
４ ，

ｐ ａ（２ｈ － ｔ） ＋ ｈ ｔ２ ｃｅ
４ｈ － ｔ ，

ａ（６ｈ － ｔ） ＋ ｈ ｔ２ ｃｅ
８ｈ － ｔ ，

２ａ（３ｈ － ｔ） ＋ ｈ ｔ２ ｃｅ
２（４ｈ － ｔ） ，

ｘ
ｔ（ａ ＋ （２ｈ － ｔ） ｔ ｃｅ）

４ｈ － ｔ ，
ｔ（ａ ＋ （４ｈ － ｔ） ｔ ｃｅ）

８ｈ － ｔ ，
ｔ（２ａ ＋ （８ｈ － ３ｔ） ｔ ｃｅ）

４（４ｈ － ｔ） ，

ΠＴ
ｈ（ａ２ － ｔ２ ｃｅ（ａ － ｈｔ ｃｅ））

４ｈ － ｔ ，
ｈ（ａ２（１２ｈ － ｔ） － ｔ２ ｃｅ（ａ（１２ｈ － ｔ） － ｈｔ ｃｅ（１６ｈ － ｔ）））

（８ｈ － ｔ） ２ ，
ｈ（１２ ａ２ － ｔ２ ｃｅ（１２ａ － ｔ ｃｅ（１６ｈ － ｔ）））

１６（４ｈ － ｔ） ，

ΠＣ
Ｔ － ΠＲ

Ｔ ＝
ｈ （２ａ － ｔ２ ｃｅ） ２

１６（４ｈ － ｔ） ＞ ０ ， ΠＲ
Ｔ － ΠＭ

Ｔ ＝
ｈｔ（１６ｈ － ｔ） （２ａ － ｔ２ ｃｅ） ２

１６（４ｈ － ｔ） （８ｈ － ｔ） ２ ＞ ０ ，故 ΠＣ
Ｔ ＞ ΠＲ

Ｔ ＞ ΠＭ
Ｔ ．

命题 ７ 的证明：

ΠＣ
Ｔｉ － Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ＝
８ ｈ３ Ａ２（３ｈ － ｔ）（θ － θＣ－Ｍ

＋ ）（θ － θＣ－Ｍ）
（２ｈ（２ － θ） － ｔ（１ － θ）） ２ Ｌ２

ＭＭ
，其中 θＣ－Ｍ ＝ ３（４ｈ － ｔ） － 　 （４ｈ － ｔ）（１２ｈ － ｔ）

４（３ｈ － ｔ） ， θＣ－Ｍ
＋ ＝

３（４ｈ － ｔ） ＋ 　 （４ｈ － ｔ）（１２ｈ － ｔ）
４（３ｈ － ｔ） ， ０ ＜ θＣ－Ｍ ＜ １ ， θＣ－Ｍ

＋ ＞ １ ． 故当 ０ ≤ θ ＜ θＣ－Ｍ 时， ΠＣ
Ｔｉ ＞ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ； 当θＣ－Ｍ ≤ θ ＜ １

时， ΠＣ
Ｔｉ ≤ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｔｉ ．

ΠＣ
Ｔｉ － Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ ＝
ｈ Ａ２（４ｈ － ｔ）（２４ ｈ２ － １２ｈｔ ＋ ｔ２）（θ － θＣ－Ｒ

＋ ）（θ － θＣ－Ｒ）
１６ Ｌ２

ＲＲ （２ｈ（２ － θ） － ｔ（１ － θ）） ２ ，其中 θＣ－Ｒ ＝ （４ｈ － ｔ）（（６ － ２ 　 ３ ）ｈ － ｔ）
２４ ｈ２ － １２ｈｔ ＋ ｔ２

，

θＣ－Ｒ
＋ ＝ （４ｈ － ｔ）（（６ ＋ ２ 　 ３ ）ｈ － ｔ）

２４ ｈ２ － １２ｈｔ ＋ ｔ２
， ０ ＜ θＣ－Ｒ ＜ １ ， θＣ－Ｒ

＋ ＞ １ ． 故当 ０ ≤ θ ＜ θＣ－Ｒ 时， ΠＣ
Ｔｉ ＞ Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ ；当 θＣ－Ｒ ≤ θ ＜

１ 时， ΠＣ
Ｔｉ ≤ Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

Ｔｉ ．
由命题 ６ 的证明可知，当 ０ ≤ θ ＜ θ１ 时，Π ｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）

Ｔｉ ＞ Π ｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ；当 θ１ ≤ θ ＜ １ 时，Π ｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）

Ｔｉ ≤Π ｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）
Ｔｉ ，其中 ０ ＜ θ１ ＜ １ ．

此外， ０ ＜ θＣ－Ｒ ＜ θＣ－Ｍ ＜ θ１ ＜ １ 的证明如下：

因为 ０ ＜ ｔ ≤２ｈ ，所以 θＣ－Ｒ ＝ （４ｈ － ｔ）（（６ － ２ 　 ３ ）ｈ － ｔ）
２４ ｈ２ － １２ｈｔ ＋ ｔ２

＞ ０ ， θＣ－Ｍ － θＣ－Ｒ ＝ ３（４ｈ － ｔ） － 　 （４ｈ － ｔ）（１２ｈ － ｔ）
４（３ｈ － ｔ） －

（４ｈ － ｔ）（（６ － ２ 　 ３ ）ｈ － ｔ）
２４ ｈ２ － １２ｈｔ ＋ ｔ２

＝ （４ｈ － ｔ）（２４ 　 ３ ｈ２ － ８ 　 ３ ｈｔ － ｔ２） － （２４ ｈ２ － １２ｈｔ ＋ ｔ２） 　 （４ｈ － ｔ）（１２ｈ － ｔ）
４（３ｈ － ｔ）（２４ ｈ２ － １２ｈｔ ＋ ｔ２）

， 因 为

（（４ｈ－ｔ）（２４ 　 ３ ｈ２ －８ 　 ３ ｈｔ － ｔ２））
２
－（（２４ ｈ２ － １２ｈｔ ＋ ｔ２） 　 （４ｈ － ｔ）（１２ｈ － ｔ） ）

２
＝ １６ｈｔ（３ｈ － ｔ）（４ｈ － ｔ）（２４ ｈ２ － ４（３ ＋

　 ３ ）ｈｔ＋（２＋ 　 ３ ） ｔ２） ＞ ０ ，所以 （４ｈ － ｔ）（２４ 　 ３ ｈ２ － ８ 　 ３ ｈｔ － ｔ２） ＞ （２４ ｈ２ － １２ｈｔ ＋ ｔ２） 　 （４ｈ － ｔ）（１２ｈ － ｔ） ，故 θＣ－Ｍ ＞

θＣ－Ｒ ． θ１ － θＣ－Ｍ ＝ ７２ ｈ２ － ２２ｈｔ ＋ ｔ２ － ２ 　 ３ ｈ
　

（４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２ ）
７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２

－ ３（４ｈ － ｔ） － 　 （４ｈ － ｔ） （１２ｈ － ｔ）
４（３ｈ － ｔ） ＝

　
４８ ｈ２ －１６ｈｔ ＋ ｔ２ （７２ ｈ２ －２４ｈｔ ＋ ｔ２ －８ 　 ３ ｈ（３ｈ － ｔ） ） － ｔ（４８ ｈ２ －１６ｈｔ ＋ ｔ２ ）

４（７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２ ） （３ｈ － ｔ）
，因为 （

　
４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２ （７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋

ｔ２ － ８ 　 ３ ｈ（３ｈ － ｔ））） ２ － （ ｔ（４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２）） ２ ＝ １６（２ － 　 ３ ）ｈ（３ｈ － ｔ）（４ｈ － ｔ）（１２ｈ － ｔ）（７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２） ＞ ０ ，所

以
　

４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２ （７２ ｈ２ － ２４ｈｔ ＋ ｔ２ － ８ 　 ３ ｈ（３ｈ － ｔ）） ＞ ｔ（４８ ｈ２ － １６ｈｔ ＋ ｔ２） ，故 θ１ ＞ θＣ－Ｍ ． 证毕．
综上有 ０ ＜ θＣ－Ｒ ＜ θＣ－Ｍ ＜ θ１ ＜ １ ．

命题 ８ 的证明：

∂
ｘｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）
ｉ

ｔ
∂ｈ ＝－Ａ（４ － ３θ）

Ｌ２
ＭＭ

＜ ０ ，
∂ ｐｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）

ｉ

∂ｈ ＝ ｔＡ
Ｌ２
ＭＭ

＞ ０ ，
∂ ｗｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）

ｉ

∂ｈ ＝ ｔ（２ － θ）Ａ
Ｌ２
ＭＭ

＞ ０．
∂
ｘｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）ｉ

ｔ
∂ｈ ＝ － Ａ（４ － ３θ）

４ Ｌ２
ＲＲ

＜ ０，
∂ ｐｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）ｉ

∂ｈ ＝
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ｔＡ
２ Ｌ２

ＲＲ
＞ ０，

∂ ｗｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）
ｉ

∂ｈ ＝ ｔθＡ
４ Ｌ２

ＲＲ
＞ ０．

∂
ｘｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）
ｉ

ｔ
∂ｔ ＝

ａ（１－θ） ＋ｃｅ（ｔ２ （１ － θ）２ －４ｈｔ（１－θ）（４－３θ） ＋ ２ ｈ２ （４ － ３θ）２）
Ｌ２
ＭＭ

＞ ０ ，
∂ ｐｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）

ｉ

∂ｔ ＝

－ ｈ（２ａ － ｔ ｃｅ（２ｈ（４ － ３θ） ＋ ＬＭＭ））
Ｌ２
ＭＭ

，
∂ ｗｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）

ｉ

∂ｔ ＝
－ ｈ（２ － θ）（２ａ － ｔ ｃｅ（２ｈ（４ － ３θ） ＋ ＬＭＭ））

Ｌ２
ＭＭ

，当 ａ ＞
ｔ ｃｅ（２ｈ（４ － ３θ） ＋ ＬＭＭ）

２

时，
∂ ｐｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）

ｉ

∂ｔ ＜ ０ ，
∂ ｗｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）

ｉ

∂ｔ ＜ ０ ；当 ａ０ ＜ ａ ＜
ｔ ｃｅ（２ｈ（４ － ３θ） ＋ ＬＭＭ）

２ 时，
∂ ｐｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）

ｉ

∂ｔ ＞ ０ ，
∂ ｗｉ（Ｍ）ｊ（Ｍ）

ｉ

∂ｔ ＞ ０．
∂
ｘｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）ｉ

ｔ
∂ｔ ＝

２ａ（１ － θ） ＋ ｃｅ（３ ｔ２ （１ － θ）２ － ６ｈｔ（１ － θ）（４ － ３θ） ＋ ２ ｈ２ （４ － ３θ）２）
４ Ｌ２

ＲＲ
＞ ０ ，

∂ ｐｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）ｉ

∂ｔ ＝
－ ｈ（２ａ － ｔ ｃｅ ＬＭＭ）

２ Ｌ２
ＲＲ

＜ ０ ，
∂ ｗｉ（Ｒ）ｊ（Ｒ）

ｉ

∂ｔ ＝ －

２ａｈθ ＋ ｔ ｃｅ（１ － θ）（２ ｔ２（１ － θ） － ｈｔ（１６ － １３θ） ＋ ８ ｈ２（４ － ３θ））
４ Ｌ２

ＲＲ
＜ ０ ． 证毕．

命题 ９ 的证明：

记 Δ ｑ ＝
ｑｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）ｉ

ｑｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
ｉ

＝
ＬＭＭ

２ ＬＲＲ
． 因为 Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

Ｍｉ － Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｍｉ ＝ ｈ（４ｈ － ｔ） Ａ２

８ Ｌ２
ＲＲ

－ ｈ（８ｈ － ｔ） Ａ２

４ Ｌ２
ＭＭ

＋
ｈ ｔ３ ｃｅ ２

４( ) ，要使 Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｍｉ ＞

Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｍｉ ，则 ＬＭＭ

２ ＬＲＲ
( )

２

＞
Ａ２（８ｈ － ｔ） ＋ ｔ３ ｃｅ ２ Ｌ２

ＭＭ

２ Ａ２（４ｈ － ｔ）
，即 Δ ｑ ＞ Δ ｑ１ ＝

　
Ａ２（８ｈ － ｔ） ＋ ｔ３ ｃｅ ２ Ｌ２

ＭＭ

２ Ａ２（４ｈ － ｔ）
． 同理， Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

Ｒｉ － Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｒｉ ＝

ｈ（４ｈ － ｔ） Ａ２

１６ Ｌ２
ＲＲ

＋
ｈ ｔ３ ｃｅ ２

４( )－ ｈ２ Ａ２

Ｌ２
ＭＭ

，要使 Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｒｉ ＞ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｒｉ ，则 Δ ｑ ＞ Δ ｑ２ ＝
　

８ｈ Ａ２ － ２ ｔ３ ｃｅ ２ Ｌ２
ＭＭ

２ Ａ２（４ｈ － ｔ）
． 此外， １ ＜

　
Ａ２（８ｈ － ｔ） ＋ ｔ３ ｃｅ ２ Ｌ２

ＭＭ

２ Ａ２（４ｈ － ｔ）
＜ ２ ， １ ＜

　
８ｈ Ａ２ － ２ ｔ３ ｃｅ ２ Ｌ２

ＭＭ

２ Ａ２（４ｈ － ｔ）
＜ ２ ． 证毕．

推论 ４ 的证明：

因为 （Δ ｑ２） ２ －（Δ ｑ１） ２ ＝
８ｈ Ａ２ －２ ｔ３ ｃｅ ２ Ｌ２

ＭＭ

２ Ａ２（４ｈ － ｔ）
－
Ａ２（８ｈ － ｔ） ＋ ｔ３ ｃｅ ２ Ｌ２

ＭＭ

２ Ａ２（４ｈ － ｔ）
＝
ｔ（Ａ２ － ３ ｔ２ ｃｅ ２ Ｌ２

ＭＭ）
２ Ａ２（４ｈ － ｔ）

，又因为 Ａ－ ３ ｔ ｃｅ ＬＭＭ ＝

θｔ ｃｅ（６
　 ３ ｈ － 　 ３ ｔ ＋ ｔ） ＋ ２ａ － ｔ ｃｅ（８

　 ３ ｈ － 　 ３ ｔ ＋ ｔ） ，故当 ａ ＞
ｔ ｃｅ（８

　 ３ ｈ － 　 ３ ｔ ＋ ｔ）
２ 时， Ａ － 　 ３ ｔ ｃｅ ＬＭＭ ＞ ０ ， （Δ ｑ２） ２ －

（Δ ｑ１） ２ ＞ ０ ， Δ ｑ２ ＞ Δ ｑ１ ；当 ａ０ ＜ ａ ＜
ｔ ｃｅ（８

　 ３ ｈ － 　 ３ ｔ ＋ ｔ）
２ 时，如果 １ －

２ａ － ２ 　 ３ ｈｔ ｃｅ
ｔ ｃｅ（６

　 ３ ｈ － 　 ３ ｔ ＋ ｔ）
＜ θ ＜ １ ，则 Ａ － 　 ３ ｔ

ｃｅ ＬＭＭ ＞ ０ ， Δ ｑ２ ＞ Δ ｑ１ ，如果 ０ ＜ θ ＜ １ －
２ａ － ２ 　 ３ ｈｔ ｃｅ

ｔ ｃｅ（６
　 ３ ｈ － 　 ３ ｔ ＋ ｔ）

，则 Ａ － 　 ３ ｔ ｃｅ ＬＭＭ ＜ ０ ， Δ ｑ２ ＜ Δ ｑ１ ；特别地，如果 θ ＝

１ －
２ａ － ２ 　 ３ ｈｔ ｃｅ

ｔ ｃｅ（６
　 ３ ｈ － 　 ３ ｔ ＋ ｔ）

，则 Δ ｑ１ ＝ Δ ｑ２ ＝
　 １２ｈ － ｔ

３（４ｈ － ｔ） ．

记 θｂ ＝ １ －
２ａ － ２ 　 ３ ｈｔ ｃｅ

ｔ ｃｅ（６
　 ３ ｈ － 　 ３ ｔ ＋ ｔ）

， ａｂ ＝
ｔ ｃｅ（８

　 ３ ｈ － 　 ３ ｔ ＋ ｔ）
２ ． 故当 ａ ＞ ａｂ 或者当 ａ０ ＜ ａ ＜ ａｂ 且 θｂ ＜ θ ＜ １ 时，

Δ ｑ２ ＞ Δ ｑ１ ． 如果 Δｑ ＞ Δ ｑ２ ，则 Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｍｉ ＞ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｍｉ ， Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｒｉ ＞ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｒｉ ；如果 Δ ｑ ＜ Δ ｑ１ ，则 Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｍｉ ＜ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｍｉ ，

Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｒｉ ＜ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｒｉ ；如果 Δ ｑ１ ＜ Δ ｑ ＜ Δ ｑ２ ，则， Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｍｉ ＞ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｍｉ ， Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｒｉ ＜ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｒｉ ． 当 ａ０ ＜ ａ ＜ ａｂ 且 ０ ＜ θ ＜

θｂ 时， Δ ｑ２ ＜ Δ ｑ１ ． 如果 Δ ｑ ＞ Δ ｑ１ ，则Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｍｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｍｉ ，Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｒｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｒｉ ；如果 Δ ｑ ＜ Δ ｑ２ ，则Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｍｉ ＜ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｍｉ ，

Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｒｉ ＜ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｒｉ
；如果 Δ ｑ２ ＜ Δ ｑ ＜ Δ ｑ１ ，则，Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

Ｍｉ ＜ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｍｉ ，Πｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

Ｒｉ ＞ Πｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｒｉ ． 特别地，当 ａ０ ＜ ａ ＜ ａｂ 且 θ ＝

θｂ 时， Δ ｑ１ ＝ Δ ｑ２ ＝
　 １２ｈ － ｔ

３（４ｈ － ｔ） ． 如果 Δ ｑ ＞
　 １２ｈ － ｔ

３（４ｈ － ｔ） ，则 Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｍｉ ＞ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｍｉ ， Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）
Ｒｉ ＞ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）

Ｒｉ ；如果 Δ ｑ ＜

　 １２ｈ － ｔ
３（４ｈ － ｔ） ，则 Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

Ｍｉ ＜ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｍｉ ， Π ｉ（Ｒ） ｊ（Ｒ）

Ｒｉ ＜ Π ｉ（Ｍ） ｊ（Ｍ）
Ｒｉ ． 证毕．
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