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摘要：随着顾客需求的不断提高，产品已逐渐转为定制化、个性化生产模式，加之生产过程复

杂化所导致的大规模因子，给现有的质量改进技术带来了巨大挑战．本文针对复杂化、定制化
生产过程中因子数目大、样本量小的问题，提出了基于重抽样技术的关键因子筛选方法，为实

现持续性质量改进奠定基础．首先，削弱了序贯分支因子筛选方法基于特定分布类型的模型假
设，以适用小样本情形；其次，提出了不依赖于响应分布的序贯分支筛选步骤；然后，在利用自

举法扩大样本量的基础上，提出了三种改进的学生ｔ假设检验过程，用于每个分支过程中因子
组效应的显著性检验；最后，通过蒙特卡洛仿真试验分别比较了所提的假设检验方法与经典的学

生ｔ检验的检验结果，并验证了所提方法在小样本、大规模关键因子筛选问题中的有效性及稳健性．
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０　引　言

随着全球化经济水平的提升与科学技术的飞

速发展，顾客对于产品的需求越来越高，为了更好

地满足顾客需求，大批量生产过程逐渐转为定制

化、个性化
［１－３］．传统的基于大批量生产的质量工

程理论与方法显然难以应对新时代的客户需

求
［４］．尽管随着大数据时代的到来，通过物联网

以及传感器设备可以收集到海量数据，但数据往

往呈现出较高的变异性、异质性，针对同类产品或

过程的数据仍然属于小样本
［５－７］．例如，增材制造

（也称３Ｄ打印）可以根据客户需求提供定制化的
产品／服务，尽管在生产过程中可以通过传感器等
设备获取大量的制造过程数据，但是产品的批量

一般较小
［８］，由此带来的小样本问题给传统过程

建模技术带来新的机遇和挑战．近几年，针对３Ｄ

打印制造过程的小样本建模问题，一种通常的思

路是采用迁移学习方法，利用并学习类似产品之

间的信息，实现小批量产品的在线质量控制
［９］．

然而，现有的离线质量设计以及关键因子筛选研究

大多面向大批量生产过程，鲜有讨论小样本的问题．
事实上，关键因子筛选被认为是响应建模的

第一步，也是过程改进的基础工作，在离线设计过

程中通过少量样本尽可能地识别出显著影响系统

响应的关键因子，不仅有利于系统最优参数搭配

的确定，而且可以尽量降低在线质量控制过程的

波动，提高产品性能
［１０－１２］．一些经典的筛选设计

方法包括部分因子设计、超饱和设计、确定性筛选

设计（ｄｅｆｉｎｉｔｉｖｅｓｃｒｅｅｎｉｎｇｄｅｓｉｇｎ）等．然而，随着系
统的复杂程度越来越高，系统中所涉及的变量

（因子）数目越来越大，经典的因子筛选方法一般

适用于仅包含十几个变量的小规模问题．
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近几年，仿真试验的盛行对因子筛选的效率

提出了更高的要求
［１３］，因此Ｂｅｔｔｏｎｖｉｌ提出了适用

于大规模因子的序贯分支（ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ，
ＳＢ）因子筛选方法，已被广泛用于供应链、物流等
大规模问题的关键因子识别

［１４，１５］．与其他的因子
筛选方法相比，ＳＢ方法具有良好的序贯性及高效
性，但是，经典的ＳＢ方法需要较为理想的模型假
设（二阶多项式模型、遗传效应、效应符号已知、

正态响应）
［１６］．因此，ＳＢ的相关研究主要侧重于

试图削弱假设条件，提高其在实际问题中的实用

性．例如，根据部分因子试验与 ＳＢ之间的补充关
系
［１７］，Ｓｈｅｎ等［１８］

提出一种两阶段混合因子筛选

过程，用于因子效应符号未知的情形；Ｓｈｉ等［１９］
通

过结合“预分支”过程解决了ＳＢ在多目标因子筛
选中的效应符号冲突的问题；针对变方差情形，

Ｗａｎ等［２０，２１］
提出了可控的序贯分支（ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ

ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ）方法，通过选择合适的样本
量同时控制两类统计错误；刘丽君等

［２２］
分析了三

类数据污染对经典序贯分支因子筛选可能造成的

影响，并通过构造统计量改进假设检验过程，提出

了稳健的序贯分支（ｒｏｂｕｓｔｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ）
法
［２３］．除此之外，Ａｎｋｅｎｍａｎ等［２４］

指出因子散度

效应的重要性，并提出了二阶准度的停止准则以

及置信区间，在此基础上，刘丽君等
［２５－２７］

提出了

同时考虑位置和散度效应的因子分类筛选方法，

并通过借鉴多响应问题中的“预分支”过程，进一

步提高了筛选效率．
上述研究成果促进了 ＳＢ方法在各类应用场

景中的发展，使其成为解决大规模因子筛选问题

的主要研究框架．然而，针对本文所探讨的小样本
问题，经典的 ＳＢ因子筛选法仍面临两个方面难
题：首先，难以通过定性或定量方法验证小样本的

分布类型，导致经典 ＳＢ方法中响应服从正态分
布的假设不合理；其次，针对未知分布类型的响

应，难以获取因子的效应估计并构建相应的假设

检验过程．因此，如何利用小样本推断总体特征、
设计有效的因子效应显著性检验过程将是本文要

解决的关键问题．
事实上，自举法（Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ）方法历史悠久，是

有效解决总体分布类型未知以及小样本问题的主

流方法，一直受到统计学界的关注，并且广泛用于

化学、医学及工程等领域．其核心思想是利用重抽

样扩充原始样本量，并对总体分布特征进行统计

推断．近些年，随着应用场景的复杂化，Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ
的相关理论及应用研究蓬勃发展．例如，Ｓｐｏｋｏｉｎｙ
和Ｚｈｉｌｏｖａ［２８］在样本量有限、参数不断增加、且模
型存在较小偏差的情形下，验证了 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ的有
效性；张茺喨和田茂再

［２９］
考虑到对于经典模型

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ置信区间的渐近理论难以推导的情况，
提出了基于贝叶斯的 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ置信区间构造方
法．因此，本文采用 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法对原始样本进
行重复抽样，并且结合学生 ｔ假设检验方法判断
每个“分支”过程中组因子的显著性，最终实现小

样本情形下大规模关键因子筛选．尤其是针对本
文的关键问题———小样本下两个分布类型未知总

体的显著性检验，本文在经典 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ假设检验
的基础上分别考虑了偏差修正以及统计量分布的

不确定性，从而提出两种改进的 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ假设检
验过程，并且通过仿真算例比较三种 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方
法在显著性检验以及因子筛选问题中的差异性．

综上所述，本文旨在解决小样本情形下的关

键因子筛选问题，以 ＳＢ方法为作为因子筛选实
施框架，将Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法与学生 ｔ检验相结合并
考虑偏差修正以及统计量分布的不确定性，提出

三种因子组效应的显著性检验方法，并将其融入

ＳＢ实施过程，从而实现小样本情形下大规模关键
质量因子筛选．要完成两个方面的工作：１）分别
从偏差修正以及统计量分布不确定两个角度考

虑，改进经典 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ的假设检验方法；２）将上
述针对两个总体显著性检验的 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ假设检
验方法融入 ＳＢ因子筛选过程，提出适用于小样
本情形的关键因子筛选实施框架．具体实施步骤
为：首先构建了分布类型未知的响应模型；其次在

每个“分支”步骤中借助Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ扩大样本量；然
后，利用Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ样本所得的估计量分别构建了
三种假设检验过程，即基于经典 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ的假设
检验 （ｂａｓｉｃＢｏｏｔｓｔｒａｐ ｆｏｒｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅｔｅｓｔｉｎｇ，
ＢＢＴ）、基于偏差修正Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ的假设检验（ａｄｊｕｓ
ｔｅｄｂｉａｓｂａｓｅｄＢｏｏｔｓｔｒａｐｆｏｒｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅｔｅｓｔｉｎｇ，
ＡＢＴ）、以及基于稳健统计量的 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ假设检
验（ｒｏｂｕｓｔｓｔａｔｉｓｔｉｃｓｂａｓｅｄＢｏｏｔｓｔｒａｐｆｏｒｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅ
ｔｅｓｔｉｎｇ，ＲＢＴ）；最后通过蒙特卡洛仿真比较了所
提的三种假设检验方法与经典学生 ｔ检验，以及
其在因子筛选问题中的有效性及稳健性．
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１　小样本情形下序贯分支关键因子
筛选

１．１　模型假设及效应估计
为了方便描述本文所提的非参数假设检验方

法，假设系统输出可由如下线性模型表述

ｙ＝β０＋∑
ｋ

ｈ＝１
βｈｘｈ＋ε （１）

其中ｙ表示系统输出，βｈ（≥ ０）表示编码后可控
因子ｘｈ（＝０，１）的效应系数，可控因子数目为ｋ．
事实上，线性模型包含了所有因子的主效应项，

可以基本描述响应对于因子水平变化的基本走

势，因此如果试验成本有限、且需要将更多的成本

用于关于散度效应或者非正态性的探索时，只包

含主效应的线性模型假设往往是可用的选择．在
ＳＢ方法的框架下，如果假设响应模型只包含主效
应，那么相应的试验成本往往会成倍减少，降低模

型复杂度以减少试验成本是筛选阶段采取的常规

思路．在随机仿真系统中，ε表示随机项，经典的
ＳＢ方法一般假设ε服从正态分布．尽管正态分布
的假设使得因子效应的显著性检验容易进行，但

存在一定的局限性．显然，错误的响应分布假设势
必会增加因子效应显著性检验过程中的统计错

误，继而影响因子筛选结果．因此，为了保证因子
筛选结果的可靠性，需要通过定性（例如，频率分

布直方图、ＱＱ图）或定量（例如，ＫＳ检验、ＳＷ检
验）的方法验证响应数据的正态性．然而，正态性
检验对样本量具有一定的要求（一般不少于３０），
可能会造成额外的试验成本，尤其是在小样本情

形下，正态性检验往往难以进行．因此，本文适当

削弱了序贯分支因子筛选模型的假设条件，不假

设响应的分布类型（ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｆｒｅｅ），即假设随机
项ε服从某均值为０，方差为σ２的分布Ｆ（ｘ）．

因此，根据式（１）中的一阶模型假设，只需要
两个设计点即可以估计出一组因子的效应（称为

因子的组效应）．例如，假设分别在设计点 ｘ（ｋ０－
１）和ｘ（ｋ１），收集两组样本量为ｎ的响应值ｙｉ（ｋ０－

１）、ｙｉ（ｋ１），ｉ＝１，…，ｎ，ｙ^（ｋ０－１）、ｙ^（ｋ１）分别表
示这两组响应值的位置效应无偏估计，那么因子

的组效应估计可以表示为

β^ｋ０～ｋ１ ｙ^（ｋ１）－ｙ^（ｋ０－１）＝∑
ｋ１

ｈ＝ｋ０
βｈ （２）

１．２　改进的序贯分支筛选过程
随机仿真下的ＳＢ因子筛选在每个“分支”阶

段均要进行因子的组效应的显著性检验．由于经
典ＳＢ方法假设响应服从正态分布，且正态分布
具有良好的可加性质，即两个正态分布相减（加）

仍然服从正态分布，因此，可以采用成对的假设检

验（例如，成对的学生 ｔ检验）．然而，正态响应的
假设并不适用于小样本情形，对于分布类型未知的

响应模型（如式（２）所示），因子筛选的难点根源正是
因子效应的显著性，主要体现在如下两个方面：１）未
知的分布类型不一定具有可加性质，无法使用成对

检验的思想；２）现行的假设检验方法依赖于分布假
设，不适用于分布类型未知的两个总体检验．

因此，针对小样本情形下的因子筛选问题，本

文仍然采用ＳＢ方法的基本步骤以保证筛选的高
效性，在进一步削弱了响应模型的假设的基础上，

提出并比较了三种非参数的假设检验方法，用于

因子效应的显著性检验．所提出的因子筛选方法不
依赖于响应分布的假设，其具体步骤如图１所示．

步骤１　将所有因子聚合为一个组｛ｘ１，…，ｘｋ｝，初始化当前组Ｇ，ＦＩＦＯ队列为空．
步骤２　收集当前组因子在设计点ｘ（ｋ０－１）和ｘ（ｋ１）处的响应值．
步骤３　采用基于Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ的假设检验方法（ＢＢＴ／ＡＢＴ／ＲＢＴ）检验当前因子组效应的显著性：如果当前组因子显著转到步骤４；反之，

如果当前组因子不显著转到步骤５．
步骤４　将当前组分为两个组，并放入ＦＩＦＯ队列．
步骤５　删除当前组．
步骤６　如果ＦＩＦＯ非空，则从ＦＩＦＯ队列中取出一个组，设置为当前组Ｇ，并转到步骤２．如果ＦＩＦＯ为空，那么终止过程．

图１　小样本情形下序贯分支因子筛选步骤
Ｆｉｇ．１Ｔｈｅｐｒｏｃｅｄｕｒｅｏｆｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｆａｃｔｏｒｓｃｒｅｅｎｉｎｇｍｅｔｈｏｄｗｉｔｈｓｍａｌｌｓａｍｐｌｅｓｉｚｅ

注：１）三种基于Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ的假设检验法分别为：ＢＢＴ———基于经典Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ的假设检验；ＡＢＴ———基于偏差修正Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ的假设检验；
ＲＢＴ———基于稳健统计量的Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ假设检验；

２）ＦＩＦＯ表示先入先出（Ｆｉｒｓｔｉｎｆｉｒｓｔｏｕｔ）．
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２　基于Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ的因子效应显著性
检验

本文所探讨的小样本情形下的因子筛选问

题，其研究重点和难点在于因子的效应显著性检

验，而且，根据响应模型假设以及序贯分支方法的

基本逻辑，上述问题可以进一步转化为两组样本

的位置效应检验问题．由于响应的分布类型未知，
且样本量较小，可以采用 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法扩大样本
量，然后基于Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ样本所得的估计量进行假
设检验．

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法最初由 Ｅｆｒｏｎ于 １９９２年提
出
［３０］，其核心思想是利用重抽样的方法扩大样本

量，并且利用重抽样所得的统计量，推断初始样本

的统计量，进而推断分布总体参数．根据本文的响
应模型（２），假设当前组因子表示为 ｛ｘｋ０，…，
ｘｋ１｝，在两个设计点ｘ（ｋ０－１）和ｘ（ｋ１）处分别收
集ｎ个原始样本ｙｉ（ｋ０－１）、ｙｉ（ｋ１），ｉ＝１，…，ｎ，
则可以通过以下步骤分别获取两组 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ样
本的参数估计量：

步骤 １　利用原始样本构造经验分布函数

Ｆ^ｋ０（ｘ）和 Ｆ^ｋ１（ｘ）；

步骤２　从经验分布函数 Ｆ^ｋ０（ｘ）和 Ｆ^ｋ１（ｘ）

中分别抽取样本量为 ｎ的 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ样本，并计算
其均值作为位置参数估计，记为 μ^（）（ｋ０－１）和

μ^（）（ｋ１）；
步骤３　重复步骤（２）中的重抽样参数估计

过程Ｂ次，分别得到两组基于 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ样本的位
置效应估计 μ^（）ｒ （ｋ０－１）和μ^

（）
ｒ （ｋ１），ｒ＝１，…，

Ｂ．
根据Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ的基本思想，可以利用在多次

重抽样过程中所得的两组效应估计 μ^（）ｒ （ｋ０－１）

和 μ^（）ｒ （ｋ１）（ｒ＝１，…，Ｂ）分别对两个设计点
下的响应分布总体进行统计推断．在因子筛选的
背景下，其目的是检验当前因子组效应的显著性，

即判断两个设计点下的响应分布总体是否具有明

显差异，因此，可以利用上述 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ过程所得
的两组统计量进行假设检验，进而判断当前组因

子的显著性．本节分别提出三种基于 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ样
本的假设检验方法．
２．１　基于经典Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ的假设检验

经典的 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ一般假设经过重抽样所得
的统计量服从以原始样本估计值为均值的正态分

布，例如，μ^（）ｒ （ｋ１）可以看作是一组服从正态分

布Ｎ（μ^（ｋ１），σ
２）的样本，其中 μ^（ｋ１）表示采用

原始样本计算所得的估计值．如果 μ^（ｋ１）是响应
分布总体的均值无偏估计，那么可以使用来源于

两个总体 Ｎ（μ^（ｋ０－１），σ
２）和 Ｎ（μ^（ｋ１），σ

２）

的样本 μ^（）ｒ （ｋ０－１）和 μ^
（）
ｒ （ｋ１），检验均值参数

μ^（ｋ０－１）与 μ^（ｋ１）的差异性，进而反映两个分布
总体均值μ（ｋ０－１）与μ（ｋ１）的差异性．根据模型
假设（２），此时两总体均值的差异即为当前因子
的组效应，表示为

μ（ｋ１）－μ（ｋ０－１）＝∑
ｋ１

ｈ＝ｋ０
βｈβｋ０～ｋ１ （３）

在正态分布假设以及 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ样本量相同
的情形下，可以针对两组样本 μ^（ｒ）（ｋ０ －１）和

μ^（ｒ）（ｋ１）采用成对的学生ｔ检验，令

β＾ｋ０～ｋ１；ｒ＝μ
（）
ｒ （ｋ１）－μ

（）
ｒ （ｋ０－１） （４）

则原假设与备选假设分别为

Ｈ０：βｋ０～ｋ１ ＝Δ
Ｈ１：βｋ０～ｋ１ ＞Δ
相应的学生ｔ统计量为

ＴＢ－１ ＝
β＾ｋ０～ｋ１－βｋ０～ｋ１
ｓ（β＾ｋ０～ｋ１）槡Ｂ

（５）

其中 β＾ｋ０～ｋ１ 和 ｓ（β＾ｋ０～ｋ１） 分 别 表 示 统 计 量

β
︿

ｋ０～ｋ１；ｒ（ｒ＝１，…，Ｂ）的均值和标准差，Ｂ表示重
抽样次数，Ｂ－１表示学生ｔ分布的自由度．
２．２　基于偏差修正Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ的假设检验

前述的ＢＢＴ假设检验过程主要包含两个基
本的假设：首先，假设 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ样本的估计量服
从正态分布；其次，假设原始样本的均值是响应分

布位置参数的无偏估计．然而，通常情况下使用原
始样本所得的估计量与响应总体的位置参数之间

存在明显偏差，且此偏差可以通过Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ样本进
行估计．以设计点 ｘ（ｋ１）处的一组原始样本
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ｙｉ（ｋ１）（ｉ＝１，…，ｎ）为例，原始样本均值估计与总

体均值的偏差 μ^（ｋ１）－μ（ｋ１）可以通过式（６）估计

Ｂ（ｋ１）＝
１
Ｒ∑

Ｂ

ｒ＝１
μ（）ｒ （ｋ１）－μ^（ｋ１）

＝μ－（）（ｋ１）－μ^（ｋ１） （６）

当 μ^（ｋ１）＝μ（ｋ１）且 μ^（ｋ０－１）＝μ（ｋ０－１）时，
原假设μ（ｋ１）－μ（ｋ０－１）＝βｋ０～ｋ１ ＝Δ与假设

μ^（ｋ１）－μ^（ｋ０－１）＝Δ是等价的，因此可以采用
式（５）进行成对的学生 ｔ检验；然而，当原始样本
均值估计与总体均值的偏差存在时，即 μ^（ｋ１）－
μ（ｋ１）≠０，代入式（６）对备选假设进行修正，此时

βｋ０～ｋ１＝μ（ｋ１）－μ（ｋ０－１）＝［μ^（ｋ１）－

　Ｂ（ｋ１）］－［μ^（ｋ０－１）－Ｂ（ｋ０－１）］

＝［２μ^（ｋ１）－μ－
（）（ｋ１）］－［２μ^（ｋ０－１）－

　μ－（）（ｋ０－１）］

＝２［μ^（ｋ１）－μ^（ｋ０－１）］－［μ－
（）（ｋ１）－

　μ－（）（ｋ０－１）］ （７）
因此，偏差修正后的原假设和备选假设为

Ｈ０：μ^ｋ０～ｋ１ ＝Δ
′

Ｈ１：μ^ｋ０～ｋ１ ＞Δ
′

其中 μ^ｋ０～ｋ１ μ^（ｋ１）－μ^（ｋ０ －１），Δ
′ ＝［Δ＋

μ－（）（ｋ１）－μ－
（）（ｋ０－１）］／２表示修正后的重要

性阈值．相应的学生ｔ统计量为

ＴＢ－１ ＝
β＾ｋ０～ｋ１－μ^ｋ０～ｋ１
ｓ（β＾ｋ０～ｋ１）槡Ｂ

（８）

其中 β＾ｋ０～ｋ１ 和 ｓ（β＾ｋ０～ｋ１） 分 别 表 示 统 计 量

β＾ｋ０～ｋ１；ｒ（ｒ＝１，…，Ｂ）的均值和标准差，Ｂ表示重
抽样次数，Ｂ－１表示学生ｔ分布的自由度．
２．３　基于稳健统计量的Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ假设检验

如前所述，ＢＢＴ与ＡＢＴ假设检验过程均假设
Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ的样本所得统计量服从正态分布，为了
进一步削弱其假设条件，本节基于 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ样本
所得的估计量，采用稳健统计量的思想对学生 ｔ
统计量进行改进，提高了 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ统计量即使不
严格服从正态分布的适用性．此外，由于原始样本
估计量与总体位置参数之间的偏差，本文首先基

于式（６），对基于 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ样本的统计量进行修

正，例如，原始样本ｙｉ（ｋ１）（ｉ＝１，…，ｎ）的Ｂｏｏｔ
ｓｔｒａｐ统计量偏差修正表示为

槇μ（）ｒ （ｋ１）＝μ
（）
ｒ （ｋ１）－Ｂ（ｋ１） （９）

类似地，针对原始样本ｙｉ（ｋ０－１）（ｉ＝１，…，ｎ）
的Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ统计量偏差修正表示为

槇μ（）ｒ （ｋ０－１）＝μ
（）
ｒ （ｋ０－１）－Ｂ（ｋ０）（１０）

然后，将这两组修正后的统计量（式（９）、式
（１０））成对相减，并采用稳健统计量中位数和中
位数绝对偏差改进经典的学生 ｔ统计量，以提高
其在非正态情形下的适用性．Ｐａｒｋ等［３１］

指出公

式均值和中位数绝对偏差统计量能够适用于分

布呈现明显厚尾情形的参数估计，因此具有良

好的稳健性．基于修正样本改进的稳健学生 ｔ统
计量，如式（１１）所示

ＴＲ ＝
槇
槇
βｋ０～ｋ１－βｋ０～ｋ１

ｍｅｄｉａｎ
１≤ｒ≤ｎ

槇βｋ０～ｋ１；ｒ－
槇
槇
βｋ０～ｋ１

槡Ｂ

（１１）

其中

槇βｋ０～ｋ１；ｒ＝
槇μ（）ｒ （ｋ１）－槇μ

（）
ｒ （ｋ０－１） （１２）

且

槇
槇
βｋ０～ｋ１ ＝ｍｅｄｉａｎ１≤ｒ≤ｎ

［槇βｋ０～ｋ１；ｒ］ （１３）

Ｌｉｕ等［２３］
分别通过定性和定量的方法说明了公式

（１１）与一个常数项 Ｃ相乘后是渐近服从标准正
态分布的，即

Ｃ×ＴＲ →
ｄ
Ｎ（０，１） （１４）

其中Ｃ＝ ２
槡πΦ

－１( )３４ ，关于式（１４）的证明可以

参考 Ｌｉｕ等［２３］．因此，与 ＢＢＴ及 ＡＢＴ方法类似，
可以计算统计量所对应的参考分布分位点及 ｐ
值，以判断两个总体的显著性．

３　仿真试验

为了验证本文所提的三种基于重抽样假设检

验方法（ＢＢＴ、ＡＢＴ、ＲＢＴ）在假设检验以及因子筛
选中的有效性，采用蒙特卡洛仿真试验的方法，在

假设了响应分布类型、参数以及因子效应的基础
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上生成响应数据观测值，然后仅利用响应数据对

分布总体或者响应模型参数进行统计推断，并与

假设中的真实参数或者响应模型参数进行比较，

以说明统计推断的有效性．首先，３．１节假设了几
类常见分布类型下两个总体的假设检验问题，分

析并比较了所提的三种假设检验方法与经典学生

ｔ检验（简写为ＴＴ）的假设检验结果．然后，在３．２
节中分别通过小规模以及大规模因子筛选试验说

明了所提假设检验方法在序贯分支因子筛选中的

有效性以及稳健性．
３．１　两个总体的假设检验算例

为了说明本文所提方法在小样本情形下假设

检验的有效性，本文分别考察了现有研究中（例

如，Ｐａｒｋ等［３１］）常见的五种对称分布以及两种偏

态分布：正态分布、均匀分布、Ｌｏｇｉｓｔｉｃ分布、Ｌａ
ｐｌａｃｅ分布、学生 ｔ分布（自由度为３）；偏正态分
布、贝塔分布．本小节的目的是检验两个同类型分
布总体位置参数的差异性，因此，需要对各种分布

类型的基准分布Ｙ～Ｆ０（ｙ）的均值和标准差进行
标准化处理，即通过调整分布参数使得 Ｅ（Ｙ）＝
μ＝０，ｓｔｄ（Ｙ）＝σ＝５．例如，假设正态分布为

Ｎ（０，２５），均匀分布为Ｕ（－槡５３／６，槡５３／６），类似
地，对Ｌｏｇｉｓｔｉｃ分布、Ｌａｐｌａｃｅ分布以及学生 ｔ分布
做上述标准化处理，统一所有基准分布的均值和

标准差．此外，对于两种偏态分布类型，分别考虑
了左偏（偏度系数小于０）和右偏（偏度系数大于

０）情形，因此共形成四种分布：ＳＮ（ξ１，ω１，５）
（右偏）、ＳＮ（ξ２，ω２，－５）（左偏）、Ｂｅｔａ（１，５）
（右偏）、Ｂｅｔａ（５，１）（左偏）．对四种偏态分布进
行标准化处理，可以得到两个偏正态分布的位

置和尺度参数，且满足ξ１＝－ξ２、ω１＝ω２．如表
１所示，针对每种分布类型，假设两种试验方案，
并分别采用四种假设检验方法检验每种试验方

案下的两个总体的差异性．如果用 Ｆ１（ｙ１）和
Ｆ２（ｙ２）分别表示两个总体的分布，假设两个总
体的分布仅有位置上的差异 ｄ，那么试验方案 Ａ

中设置两个总体的分布差异 ｄ＝２；试验方案 Ｂ
假设两个总体的分布差异为 ｄ＝４．例如，在正
态分布假设下，方案 Ａ的两个总体的分布可分
别表示为 Ｎ（０，２５）和 Ｎ（２，２５）；方案 Ｂ的两
个总体的分布可分别表示为 Ｎ（０，２５）和 Ｎ（４，
２５）．在本小节的仿真中设置不重要性阈值 Δ＝
２（实际案例中一般由试验人员指定），如果 ｄ＞
Δ则希望检验结果为两个总体具有显著差异；如

果ｄ≤ Δ则希望检验结果认为两个总体无明显
差异．根据以上试验方案的假设，在每种分布类
型下，分别采用四种假设检验方法对两种试验

方案进行完全独立的 Ｎ＝１０００次重复假设检
验，并记录在 Ｎ次重复检验中检验结果为具有
明显差异的频率 ｆＩ，如表１所示．此外，设定显著
性水平 α＝０．０５，样本量 ｎ＝５，重抽样样本量
Ｂ＝１００．

表１　两个总体的差异性检验结果对比

Ｔａｂｌｅ１Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅｔｅｓｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｔｗｏｐｏｐｕｌａｔｉｏｎｓ

ＢＢＴ ＡＢＴ ＲＢＴ ＴＴ

分布类型 方案Ａ 方案Ｂ 方案Ａ 方案Ｂ 方案Ａ 方案Ｂ 方案Ａ 方案Ｂ

正态分布／％ ４２．００ ６９．５０ ３４．４０ ６０．９０ ４２．２０ ６９．４０ ５．１０ １３．５０

均匀分布／％ ４２．４０ ６９．５０ ３５．３０ ６０．２０ ４３．４０ ６８．３０ ５．６０ １３．６０

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ分布／％ ４２．５０ ６７．９０ ３５．５０ ６１．５０ ４２．３０ ６８．６０ ５．１０ １５．３０

Ｌａｐｌａｃｅ分布／％ ４３．２０ ６６．４０ ３６．２０ ５９．６０ ４１．８０ ６７．９０ ４．６０ １４．７０

学生ｔ分布／％ ４３．７０ ７０．８０ ３７．７０ ６５．４０ ４３．９０ ７２．２０ ４．６０ １５．００

ＳＮ分布（右）／％ ３９．８０ ６８．５０ ３２．３０ ６１．３０ ４５．８０ ５９．２０ ４．４０ １３．７０

ＳＮ分布（左）／％ ４１．２０ ６８．４０ ３４．４０ ６１．４０ ４２．２０ ５８．４０ ５．１０ １１．３０

Ｂｅｔａ分布（右）／％ ４２．６０ ６８．７０ ３５．１０ ６２．３０ ４６．７０ ６４．００ ４．５０ １５．２０

Ｂｅｔａ分布（左）／％ ４１．２０ ６７．８０ ３５．３０ ６１．７０ ４４．４０ ６１．２０ ４．００ １３．３０

　　注：黑体数字表示在不同的仿真方案和分布假设下，表现较好的检验方法结果，即成功识别两分布差异的概率在６０％以上．

　　显然，在试验方案Ａ中两个总体的差异 ｄ＝ ２恰好等于不重要阈值 Δ＝２，因此，试验方案 Ａ
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的ｆＩ越小越好；相反，试验方案Ｂ中两个总体的差
异ｄ＝４大于不重要阈值Δ＝２，因此，试验方案Ｂ
的ｆＩ越大越好．根据总体的分布类型，上述显著性
检验结果可以从对称分布以及非对称分布两个方

面进行归纳．
首先，针对对称分布类型的总体（前五种分

布）可以得到如下结论．通过观察试验方案 Ａ的
假设检验结果，可以发现采用经典的学生 ｔ检验
（ＴＴ）的检验结果 ｆＩ明显低于其它三种假设检验
方法，而且错误判断两个总体具有显著差异的频

率基本保持在预先设定的置信水平（α＝０．０５）
左右．但是，在试验方案 Ｂ中，经典的学生 ｔ检验
（ＴＴ）的检验结果 ｆＩ仍然明显低于其它三种假设
检验方法．也就是说，尽管 ＴＴ方法几乎不会误判
两个没有差异的总体为具有明显差异（第一类错

误），它也很难检测出本身就具有明显差异的两

个总体的差异性（第二类错误）．例如，在正态分
布的情形下，如果采用 ＴＴ方法能够成功识别出
试验方案Ｂ中两个总体存在明显差异的频率仅
为１３．５％，也就是说第二类错误的发生概率为
８６．５％．相比之下，如果采用三种改进的假设检验
方法，在五种假设的分布类型下，其成功识别试验

方案Ｂ中的两个总体之间差异性的频率基本可
以保持在６０％以上，尤其是 ＢＢＴ及 ＲＢＴ方法对
于试验方案 Ｂ中两个总体的差异识别频率基本
保持在６５％以上．可知，第二类错误在因子筛选
中展现出比第一类错误更为重要的作用，因此，当

样本量较小且由于成本受限等原因无法扩大样本

量时，可以采用本文所提的三种假设检验方法，尽

管不能将正确检验出两个总体差异性的概率控制

在很高的概率范围内，但远远高于经典的学生 ｔ
检验．当然，作为代价三种改进的假设检验方法更
加容易错误检测出试验方案 Ａ中的差异性，但
是，在因子筛选的背景中，将更多的因子包含在模

型中可以在后续的建模过程中进行修正和改善．
对比本文所提的三种假设检验方法，显然，ＢＢＴ
方法和ＲＢＴ方法的第二类错误低于ＡＢＴ；而ＡＢＴ
的第一类错误则低于ＢＢＴ和ＲＢＴ．

然而，通过观察四种偏态分布的假设检验结

果可以发现，本文所提的三种基于 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ的假
设检验方法之间的差异性与在对称分布中所表现

的略有不同．其中ＢＢＴ与ＡＢＴ方法仍然是分别在
第二类错误和第一类错误方面具有优势．但是，
ＲＢＴ方法针对偏态分布类型的假设检验结果明
显与其在对称分布中的假设检验结果相比较差，

尤其是在第二类错误方面，在同种分布类型下明

显高于ＢＢＴ方法．
为了考察样本量、重抽样样本量、以及不同的

分布类型对四种假设检验结果的影响情况，本文

进一步设置不同的样本量（ｎ＝５，１０，１５，２０，
２５，３０）以及重抽样样本量（Ｂ＝１００，２００，３００，
４００，５００），在共计３０种样本量与重抽样样本量
的组合方案，以及九种分布情形下，分别考察了四

种假设检验方法的检验结果②．为了更直观地比
较四种假设检验方法，采用折线图的方式对数

据
②
进行可视化处理，并且得到如下结论．
１）数据量的增加基本不会影响 ＴＴ方法在试

验方案Ａ中的检验结果，但是会显著改善仿真方
案Ｂ的检验结果．图２所示为 ＴＴ方法在不同样
本量以及重抽样样本量情况下的方案Ａ和方案Ｂ
的假设检验结果，其中每个子图的横坐标被虚线

分割为６个区间，从左至右的虚线条形区域所表
示的样本量依次增加，而且，在每个小的条形区域

中，横坐标的红色坐标点从左至右表示重抽样样

本量依次增加．例如，图２（ａ）中的左侧第一个虚
线区域表示样本量ｎ＝５，其中横坐标的５个子坐
标点分别表示重抽样的样本点分别为 Ｂ＝１００，
２００，３００，４００，５００．两个子图的纵坐标表示在
１０００次重复检验中认为两个总体之间存在显著
差异的频率 ｆＩ．从图２（ａ）中可以看出，样本量的
增加几乎不会影响 ＴＴ方法检验结果的走势，随
着样本量ｎ的增加，ＴＴ方法错误检测出方案Ａ中
两个总体存在明显差异的频率始终保持在置信水

平α＝０．０５左右，无明显的上升或下降趋势．与
此相反，从图２（ｂ）中可以发现，随着样本量 ｎ的
增加，ＴＴ方法正确检测出方案Ｂ中两个总体之间
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存在明显差异的频率呈现出明显的上升趋势．也
就是说在样本量较小的情况下（ｎ≤３０），样本量
的变化无法改善第一类统计错误，而且较少的样

本量导致参数估计以及统计量误差较大，因此无

法将第一类错误完全控制在给定的阈值水平内；

但是第二类统计错误对于样本量的变化极其敏

感，当样本量提升到３０时，第二类错误（１－ｆＩ）基
本可以降低到５０％～６０％左右．除此之外，从图２

中还可以观察到，ＴＴ方法的第一类统计错误方面
在所考察的五种分布类型基本没有差异，但是总

体的分布类型显然会影响 ＴＴ方法的第二类统计
错误，例如，观察图２（ｂ）可以发现，当两个总体为
均匀分布时，如果采用 ＴＴ方法能够成功检测出
两个总体差异的频率显然略低于其他几类分布，

而当两个总体为学生 ｔ分布时，其被成功检测出
差异性的频率则略高于其他四种分布．

图２　ＴＴ方法在不同样本量及重抽样样本量下的假设检验结果

Ｆｉｇ．２ＴｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆＴＴｍｅｔｈｏｄｗｉｔｈｓｅｖｅｒａｌｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｓｏｆｓａｍｐｌｅｓｉｚｅａｎｄｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆＢｏｏｔｓｔｒａｐ

　　２）样本量对于 ＢＢＴ和 ＡＢＴ方法的影响类
似，图３和图４分别是ＢＢＴ和ＡＢＴ方法在不同样
本量及重抽样样本量下的假设检验结果．总体而
言，样本量的增加会同时导致第一类统计错误的

增加、第二类统计错误的降低，且对第二类统计错

误影响更为明显．从两个图中看出，随着样本量的
增加，方案Ａ及方案Ｂ中的折线均呈现出上升趋
势，且方案Ｂ中的上升趋势更为明显．另一个面，
在样本量非常小的情况下，适当的增加重抽样的

样本量会显著影响两类统计错误（例如，在样本

量ｎ＝５的虚线区间内），随着样本量的增加，重
抽样样本量的影响逐渐趋于平缓．除此之外，通过
比较图３和图４可以发现，采用ＡＢＴ方法的第一
类统计错误低于ＢＢＴ方法，而第二类统计错误高
于ＢＢＴ方法，这与表１中得到的结论是一致的．
随着样本量的增加，ＡＢＴ方法与ＢＢＴ方法的检验
结果越来越接近，两类统计错误的表现也更加接

近．最后，观察在不同分布类型下方案 Ｂ的假设

检验结果可以得到两点结论：一是，针对对称分布

类型，ＢＢＴ和ＡＢＴ方法能够成功检验出两个均匀
分布总体的差异性的频率明显优于其它四种类分

布类型，通过与图２（ｂ）相比可知这与 ＴＴ方法是
完全相反的；二是，针对非对称分布类型，ＢＢＴ和
ＡＢＴ方法对于同种分布仅偏度系数相反情况的筛选
结果差异性很大，且偏度稀疏越大筛选结果越好．
３）样本量对于 ＲＢＴ检验方法的影响与对

ＢＢＴ和ＡＢＴ方法的影响类似，即样本量的增加会
同时影响第一类统计及第二类统计错误．从图５
中的两个子图中可以明显看到两簇折线，因此，根

据分布类型可以从两个方面（对称分布、偏态分

布）对ＲＳＢ方法的假设检验结果进行总结．首先，
针对五种对称分布类型，随着样本量的变化，ＲＢＴ
方法的第一类统计错误及其走势与 ＢＢＴ方法类
似，尤其是在样本量较小的情形下（ｎ＝５）．然而，
通过对比图３与图５（ｂ）可以发现，ＲＢＴ方法在第
二类统计错误方面明显优于ＢＢＴ及ＡＢＴ方法．尤
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其是在样本量１５≤ｎ≤３０时，如果采用 ＢＢＴ或
者ＡＢＴ检验方法，除了均匀分布以外的四种分布
类型随着样本量的增加其 ｆＩ的增长趋势逐渐平
缓．当样本量ｎ＝３０时，除均匀分布以外的四种分
布类型的第二类统计错误基本稳定在２０％左右．
然而，如果采用 ＲＢＴ检验方法，当两个总体为均
匀分布时的假设检验结果 ｆＩ会略低于 ＢＢＴ和
ＡＢＴ方法，但是，其余四种分布的ｆＩ基本与均匀分
布类似，随着样本量的增加第二类统计错误不断

降低．除此之外，通过观测对称分布的假设检验结
果发现，五种分布类型所对应的两类统计错误的

折线图是互相交织在一起的，说明分布类型对

ＲＢＴ方法的检验结果无影响，具有良好的稳健

性．另一方面，通过观察四种偏正态分布的假设检
验结果可以发现，其对应的折线是与对称分布的

折线分离的．尤其是第二类错误所呈现的折线与
五种对称分布第二类错误所对应的折线中间存在

明显带状空白区间．但是随着样本量的增加，折线
总体仍呈现上升趋势，并且针对偏态程度的不同

ＲＳＢ方法的第二类错误差异不大，例如，与 ＢＢＴ
以及ＡＢＴ的方法相比，四种偏态分布的第二类错
误所对应的折线是聚合在一起的．同样地，四种偏
态分布的第一类错误与对称分布的折线分离，但

是与第二类错误相比聚合程度不高．但是，与对称
分布所呈现的走势不同，随着样本量的增加偏态

分布的第一类错误呈现出略微下降的趋势．

图３　ＢＢＴ方法在不同样本量及重抽样样本量下的假设检验结果

Ｆｉｇ．３ＴｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆＢＢＴｍｅｔｈｏｄｗｉｔｈｓｅｖｅｒａｌｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｓｏｆｓａｍｐｌｅｓｉｚｅａｎｄｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆＢｏｏｔｓｔｒａｐ

图４　ＡＢＴ方法在不同样本量及重抽样样本量下的假设检验结果

Ｆｉｇ．４ＴｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆＡＢＴｍｅｔｈｏｄｗｉｔｈｓｅｖｅｒａｌｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｓｏｆｓａｍｐｌｅｓｉｚｅａｎｄｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆＢｏｏｔｓｔｒａｐ
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图５　ＲＢＴ方法在不同样本量及重抽样样本量下的假设检验结果
Ｆｉｇ．５ＴｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆＲＢＴｍｅｔｈｏｄｗｉｔｈｓｅｖｅｒａｌｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｓｏｆｓａｍｐｌｅｓｉｚｅａｎｄｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆＢｏｏｔｓｔｒａｐ

　　综上所述，在本文所考察的小样本情形下，建
议采用ＲＢＴ方法检验两个总体的差异性，并且，
在无法提高样本量时可以通过提高重抽样样本量

以降低第二类统计错误，尽管 ＲＳＢ在偏态分布类
型中的第二类错误高于对称分布类型，但是其在

不同偏态程度的情况下具有较好的稳健性，因此

仍让可以作为一种保守的方案．但是，在实际的案
例研究中，如果可以通过经验判断分布为右偏的

情形，为获取更低的第二类错误，则可以采用

ＡＢＴ或者ＢＢＴ的方法．
３．２　因子筛选的算例

为了进一步验证本文所提的三种假设检验方

法在因子筛选过程中有效性，将４．１节中所比较
的四种假设检验用于序贯分支因子筛选中每个

“分支”过程的组效应显著性检验，分别记为 ＳＢ
ＢＢＴ，ＳＢＡＢＴ，ＳＢＲＢＴ，以及 ＳＢＴＴ（经典的序贯
分支）．首先考察了一个只包含８个因子的小规
模因子筛选算例，并讨论了不同的模型标准差以

及与样本量对因子筛选结果的影响．然后，通过增
加９２个系数为零的因子，将８个因子的仿真算例
扩充为一个包含１００个因子的仿真算例，进一步
说明了所提因子筛选方法在稀疏效应下的有

效性．
３．２．１　小规模因子筛选仿真算例

在小规模仿真算例中假设８个因子的效应系
数为β＝（１．６，２．０，２．４，２．８，３．２，３．６，４．０，
４．４），不重要性阈值 Δ＝２，重抽样样本量 Ｂ＝

２００．此外，分别考察两种分布类型（正态分布以
及均匀分布）、７种过程标准差（σ＝２．０，２．５，
３０，３．５，４．０，４．５，５．０）、以及６种样本量（ｎ＝
５，１０，１５，２０，２５，３０）情形下的因子筛选结果．
表２为响应标准差σ＝５、样本量ｎ＝５时的四种
因子筛选方法的筛选结果．表２中第１列表示８个
因子的效应系数，分别在两种分布假设下通过仿

真试验得到四种因子筛选方法的筛选结果（在 Ｎ
次重复筛选中因子被识别为重要因子的频率，

ｆＩ）．为了方便观察随着因子效应的变化四种因子
筛选方法的变化趋势，将表２采用折线图进行可
视化处理，如图６所示．图６的两个子图分别表示
所考察的两种分布类型，横坐标表示８个因子的
效应系数，纵坐标表示筛选结果，四种图形符号分

别表示四种因子筛选方法．
可以看出，在两种所考察的分布类型下，随着

因子效应的增加四种因子筛选方法的筛选结果基

本呈现出单调递增的趋势（除异常点Ａ之外）．本
文所提的三种因子筛选方法在两种所考察的分布

类型下的因子筛选结果走势类似，说明了其在不

同分布类型下的稳健性．然而，观察经典的因子筛
选方法，在均匀分布下的因子筛选结果略低于正

态分布情形．此外，随着因子效应的增加，本文所
提的三种因子筛选方法筛选结果的增长趋势明

显，增长速率较高；相比之下，经典的因子筛选方

法增长速率较低．事实上，随着因子效应的增加，
如果因子筛选方法筛选结果增长的速率越高，说
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明此因子筛选方法更容易将不同效应的因子区分

开；相反，如果增长的速率低说明其容易将不同效

应的因子混杂在一起．如图６所示，本文采用比较
直接的方式用折线图中起点到终点的斜率表示每

种因子筛选方法的增长率，其计算公式 γ＝
［ｆＩ（＃８）－ｆＩ（＃１）］
（β８－β１）

．例如，在响应为均匀分布类型

时，因子筛选方法ＳＢＡＢＴ的增长率为γ．
表２　四种因子筛选方法的筛选结果比较（σ＝５，ｎ＝５）

Ｔａｂｌｅ２Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｆａｃｔｏｒｓｃｒｅｅｎｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｆｏｕｒｍｅｔｈｏｄｓ（σ＝５，ｎ＝５）

ＳＢＢＢＴ ＳＢＡＢＴ ＳＢＲＢＴ ＳＢＴＴ

β 正态／％ 均匀／％ 正态／％ 均匀／％ 正态／％ 均匀／％ 正态／％ 均匀／％

１．６ ２５．９０ ２４．９０ ２０．３０ ２０．８０ ２５．６０ ２４．３０ ０．４０ ０．００

２．０ ２５．６０ ２７．１０ ２０．９０ ２５．６０ ２８．４０ ２６．３０ ０．３０ ０．６０

２．４ ４１．４０ ４０．５０ ３４．８０ ３１．３０ ３７．４０ ３７．９０ ０．５０ ０．６０

２．８ ４３．５０ ４３．３０ ３５．７０ ３８．２０ ４０．９０ ４４．２０ １．３０ ０．９０

３．２ ５４．４０ ５８．１０ ４９．１０ ５０．１０ ５６．００ ５６．１０ ４．６０ ３．１０

３．６ ６０．３０ ５８．７０ ５２．００ ５３．９０ ６０．２０ ５７．５０ ３．３０ ４．００

４．０ ６５．６０ ６８．４０ ６１．３０ ６１．５０ ６６．７０ ６６．９０ ５．１０ ５．８０

４．４ ６９．６０ ７３．２０ ６４．３０ ６６．２０ ７２．１０ ７３．３０ ７．８０ ７．２０

γ ０．１５６１ ０．１７２５ ０．１５７１ ０．１６２１ ０．１６６１ ０．１７５０ ０．０２６４ ０．０２５７

图６　四种因子筛选方法筛选结果的变化趋势（σ＝５，ｎ＝５）

Ｆｉｇ．６Ｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｔｒｅｎｄｓｏｆｔｈｅｓｃｒｅｅｎｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｆｒｏｍｆｏｕｒｆａｃｔｏｒｓｃｒｅｅｎｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓ（σ＝５，ｎ＝５）

　　γ＝［ｆＩ（＃８）－ｆＩ（＃１）］／（β８－β１）
＝（６６．２％ －２０．８％）／（４．４－１．６）
＝０．１６２１

类似地，可以分别计算出两种分布假设下四种因

子筛选方法的增长率，如表２最后一行所示．可以
发现本文所提三种因子筛选方法在均匀分布下的

增长率略大于正态分布，与此相反，经典因子筛选

方法在均匀分布下的增长率略低于正态分布．
为了进一步考察所提因子筛选方法与经典因

子筛选方法在各种响应标准差以及样本量组合下

的表现情况，本文通过热力图的方式可视化所有

标准差与样本量组合下四种因子筛选方法识别因

子显著频率的增长率γ，如图７和图８所示．以图
７为例，横坐标和纵坐标分别表示响应标准差以
及样本量，在每组标准差以及样本量组合所对应

的大方格内分为四个小方格，分别表示四种假设

检验方法，小方格颜色的深浅表示所对应的因子

筛选方法识别因子显著频率的增长率γ．
从图７中可以看出，当响应标准差较小时，样

本量不需要很大的情况下，经典的因子筛选方法

的增长率大于本文所提的三种假设检验方法．然
而，随着标准差的增大，要使得经典因子筛选方法
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的增长率大于本文所提的因子筛选方法，所需要

的最少样本量是不断增加的．例如，在响应标准差
σ＝２的情况下，如果样本量ｎ≥１０，那么因子筛
选方法ＳＢＴＴ的增长率优于其它三种因子筛选方
法；然而，当响应标准差 σ＝２．５时，样本量至少
满足ｎ≥１５，才能使得因子筛选方法ＳＢＴＴ的增
长率明显大于本文所提的三种因子筛选方法．因
此，通过观察图７中各颜色所表示的热力值可以
发现，ＳＢＴＴ方法优于其它三种因子筛选方法的
方案呈现出左上角阶梯式情形；而处于对角线

上标志为（）的７种情形表示 ＳＢＴＴ与本文
所提的因子筛选方法无明显的颜色视觉差异．
除此之外，在其余的标准差与样本量情形下（即

标准差较大且样本量较小），经典的因子筛选方

法 ＳＢＴＴ的增长率明显小于本文所提三种因子
筛选方法．通过观察每个标准差与样本量组合
下的四种因子筛选方法所代表的小方格热力值

可以发现，本文所提三种方法呈现出的热力值

差异较小，且在大部分情况下（除最右下角区

域，即响应标准差较大但样本量极少），ＳＢＲＢＴ
方法的增长率高于 ＳＢＲＲＴ和 ＳＢＡＢＴ方法；然
而，此三种因子筛选方法与 ＳＢＴＴ的差异则是
随着标准差和样本量不断变化，且处在图中对

角线区域时差异最小．
通过观察图８中均匀分布情形的增长率可以

得到与正态分布情形类似的结论．然而，通过对比
图７和图８可以发现，在同样的响应标准差下，如
果要使得ＳＢＴＴ方法的因子筛选结果的增长率明
显优于其它三种因子筛选方法，均匀分布可能比

正态分布需要更多的样本量．例如，在响应标准差
σ＝４的情况下，如果响应服从正态分布，那么只
要样本量满足ｎ≥３０，图７中ＳＢＴＴ的热力值明
显大于其它三种因子筛选方法，然而，在图８中
σ＝４，ｎ＝３０所对应的大方格内，四种因子筛选
方法的差异相对较小．除此之外，图８中ＳＢＴＴ对
应的三个小方格热力值处在所观测热力值区间之

外．也就是说当响应标准差较小时，ＳＢＴＴ方法在
均匀分布下筛选结果的增长率随着样本量的增加

更快；但是，在标准差较大且样本量较小时，ＳＢ
ＴＴ方法在均匀分布下筛选结果的增长率却更容
易出现较低的值．

图７不同样本量以及响应标准差下因子筛选方法的增长率（正态分布）

Ｆｉｇ．７Ｔｈｅｇｒｏｗｔｈｒａｔｅｏｆｆａｃｔｏｒｓｃｒｅｅｎｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｓ

ｏｆｓａｍｐｌｅｓｉｚｅａｎｄｒｅｓｐｏｎｓｅｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎ（ｎｏｒｍａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ）

图８　不同样本量以及响应标准差下因子筛选方法的增长率（均匀分布）

Ｆｉｇ．８Ｔｈｅｇｒｏｗｔｈｒａｔｅｏｆｆａｃｔｏｒｓｃｒｅｅｎｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｓ

ｏｆｓａｍｐｌｅｓｉｚｅａｎｄｒｅｓｐｏｎｓｅｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎ（ｕｎｉｆｏｒｍｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ）

３．２．２　大规模因子筛选仿真算例
序贯分支因子筛选方法因其高效性常用大规

模因子且效应稀疏的筛选试验中，因此基于前述

中的８个因子的仿真算例，通过增补９２个效应为
０的因子，将其扩充为一个包含１００个因子的大
规模因子筛选仿真算例．其余仿真参数与３．２．１
小节一致，不重要性阈值 Δ＝２，重抽样样本量
Ｂ＝２００．此外，７种过程标准差（σ＝２．０，２．５，
３．０，３．５，４．０，４．５，５．０）、以及６种样本量（ｎ＝
５，１０，１５，２０，２５，３０）情形下的因子筛选结果．
关于分布类型的假设，本小节除了考虑两种对称

分布（正态分布、均匀分布），又增加了两种偏度

系数 相 反 的 贝 塔 分 布 （Ｂｅｔａ（１，５）（右 偏）、
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Ｂｅｔａ（５，１）（左偏））．本文将因子筛选的结果分两
个部分（非零因子筛选结果、零效应因子筛选结

果）进行分析和说明．１）非零因子筛选结果分析．
针对８个因子效应非零的因子，从因子被显

著识别为重要因子的频率ｆＩ以及筛选频率增长率
γ两个角度，比较四种因子筛选方法的筛选结果．
为了比较小规模仿真试验与大规模仿真试验的筛

选结果的差异性，本文分别在两种对称分布以及

两种偏度系数相反的贝塔分布的情形下，考察仿

真方案（响应标准差σ＝５、样本量ｎ＝５）的因子
筛选结果，如图９所示．可以发现图９中的数据点
以及折线图的大致趋势与图６中所反映出的信息
类似，尤其是本文所提的三种因子筛选方法在大

规模仿真算例中所呈现出的线性趋势更为明显，

验证了本文所提因子筛选方法在大规模以及稀疏

效应情形下的有效性．

图９　大规模筛选试验中四种因子筛选方法的非零因子筛选结果的变化趋势（σ＝５，ｎ＝５）

Ｆｉｇ．９Ｔｈｅｔｒｅｎｄｏｆｆａｃｔｏｒｓｃｒｅｅｎｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｆｏｕｒｍｅｔｈｏｄｓｏｆｎｏｎｚｅｒｏｆａｃｔｏｒｓａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｅｆｆｅｃｔｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｉｎｌａｒｇｅｓｃａｌｅ

ｓｃｒｅｅｎｉｎｇｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ（σ＝５，ｎ＝５）

　　在此基础上，本文在所考察的响应标准差及
样本量组合下，分别计算了四种因子筛选方法随

着因子效应增加被识别为显著因子频率的增长率

γ，如图１０所示．通过比较图７、图８及图１０可以
发现，所考察的四种因子筛选方法针对大规模仿

真试验中的非零因子以及小规模仿真试验的筛选

结果增长率变化情况基本类似．首先，在两种所假
设的对称分布类型下（正态分布、均匀分布）如果

响应标准差较小且样本量相对较大，那么经典的

因子筛选方法 ＳＢＴＴ的增长率大于本文所提方
法；与此相反，当响应标准差较大且样本量相对较

小时，本文所提的三种因子筛选方法的增长率明
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显大于ＳＢＴＴ．除此之外，通过对比图１０中的图
（ａ）和图（ｂ）可以发现，本文所提 ＳＢＢＢＴ以及
ＳＢＡＢＴ方法在均匀分布下的增长率明显大于正
态分布情形，而 ＳＢＲＢＴ方法的增长率受分布类
型影响不明显，验证了其较好的稳健性．另一方
面，对比图１０中的图（ｃ）和图（ｄ）可以发现，ＳＢ
ＲＢＴ方法和 ＳＢＴＴ方法的增长率的变化不受偏
度系数的影响，并且与对称分布类型中所展现出

的变化趋势基本一致，在固定响应标准差的情况

下，增长率随着样本量的增加变大．例如，在图１０
（ｃ）和图１０（ｄ）中 ＳＢＲＢＴ和 ＳＢＴＴ方法所对应

的色块热力值差异不大，且左上角区域 ＳＢＴＴ方
法的热力值较大、右下角区域ＳＢＴＴ方法的热力值
较大．与此相反，ＳＢＢＢＴ和ＳＢＡＢＴ方法在偏态分布
下的增长率变化趋势与对称分布差异较大，在响应

标准差不变的情况下，样本量的增加反而会导致增

长率的降低．并且增长率受偏度系数的影响，例如通
过对比图１０（ｃ）和图１０（ｄ）中ＳＢＢＢＴ方法的热力值
可以发现，两个子图的左上角区域热力值的差异较

大．因此，比较四种因子筛选方法的综合性能，尤其
是当响应分布类型了解较少的情况，处于对稳健性

的考虑，更加推荐采用ＳＢＲＳＢ方法筛选关键因子．

图１０　不同样本量以及响应标准差下因子筛选方法的增长率（大规模筛选试验中的非零因子）

Ｆｉｇ．１０Ｔｈｅｇｒｏｗｔｈｒａｔｅｏｆｆａｃｔｏｒｓｃｒｅｅｎｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｓｏｆｓａｍｐｌｅｓｉｚｅａｎｄｒｅｓｐｏｎｓｅｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎ（ｆｏｒｔｈｅｎｏｎｚｅｒｏｆａｃｔｏｒｓ

ｉｎｌａｒｇｅｓｃａｌｅｓｃｒｅｅｎｉｎｇｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ）

　　２）零因子筛选结果分析
根据本小节中的仿真算例假设，在１００个因

子中包含 ９２个效应为零的因子（简称为，零因
子），此外，分别在四种分布类型（正态分布、均匀

分布、右偏及左偏贝塔分布）、４２种仿真方案

（７种响应标准差以及６种样本量），统计了四种
因子筛选方法在 Ｎ（＝１０００）次重复筛选中将零
因子识别为重要因子的频率，记为 ｆ０Ｉ．根据统计
结果可以发现，在４２种仿真方案以及四种因子筛
选方法下总共可以得到共计１５４５６（＝９２×４２×
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４）个零因子的筛选结果 ｆ０Ｉ，其中大部分的 ｆ
０
Ｉ ＝

０．也就是说，在大部分所考察的仿真情形下不会
将零因子错误识别为重要因子，例如，在正态分布

的假设下，ｆ０Ｉ≠０的结果共计４２５次，占总筛选结
果的２．７５％；而在均匀分布的假设下，ｆ０Ｉ≠０的
结果共计２４７次，仅占总筛选结果的１．６０％．为
了进一步考察，不同分布类型、响应标准差、样本

量以及筛选方法对ｆ０Ｉ的影响，对称分布以及偏态
分布类型下，分别提取出ｆ０Ｉ≠０的试验方案并进
行计数统计，如图１１和图１２所示．每个图又分为
上下两个半区，分别表示所考察的两种分布类型，

纵坐标表示对应分布类型假设下ｆ０Ｉ≠０的发生次
数，记为＃（ｆ０Ｉ≠０）．虚线将横坐标分为三个区域，
从左至右分别表示ＳＢＢＢＴ、ＳＢＡＢＴ以及ＳＢＲＢＴ
三种因子筛选方法．每种因子筛选方法所在的虚
线区间内共包含５个子组，从左至右表示响应标准
差依次增加（σ＝３．０，３．５，４．０，４．５，５．０），堆叠柱
状图颜色由浅至深表示样本量逐渐增加．

通过分析图１１和图１２中零因子筛选结果数
据可以得到以下结论：１）ＳＢＴＴ方法几乎不会将
零因子错误识别为重要因子，本文所提的三种方

法在对称分布类型中的错误识别零因子概率分布

在［０．１％，０．３％］，且 ＳＢＢＢＴ错误频率大于
ＳＢＡＢＴ大于ＳＢＲＢＴ，但是与偏态分布类型相比，

ＳＢＲＳＢ方法几乎与在对称分布中表现一致，
ＳＢＢＢＴ以及ＳＢＡＢＴ方法在分布为右偏时略优
于对称分布、为左偏时明显劣于对称分布；２）在
对称分布类型下，ＳＢＢＢＴ和ＳＢＡＢＴ方法在正态
分布下的错误识别零因子为重要因子的频率大于

均匀分布，ＳＢＲＢＴ在两种对称分布下的差异性不
明显；类似地，在偏态分布类型下，ＳＢＢＢＴ和
ＳＢＡＢＴ方法在左偏下的错误识别零因子为重要
因子的频率大于右偏分布，ＳＢＲＢＴ在受偏度系数
影响不明显；３）随着响应标准差的增大，三种因
子筛选方法错误识别零因子为重要因子的频率逐

渐增加．且ＳＢＢＢＴ的增加速率大于ＳＢＡＢＴ大于
ＳＢＲＢＴ；４）在响应标准差较小且样本量较大的
情况下错误识别零因子为重要因子的频率较低；

相反，如果响应标准差较大且样本量较小则错误

识别零因子为重要因子的频率较大；５）与
ＳＢＢＢＴ以及 ＳＢＡＢＴ方法相比，ＳＢＲＢＴ错误识
别零因子为重要因子的频率受分布类型以及偏

度系数的影响不大，稳健性较好；而且在本文所

考察的响应标准差及样本量的组合方案中，即

使响应标准差的增大会导致 ＳＢＲＢＴ识别零因
子为重要因子的概率增大，但是只要可以保证

样本量满足，则错误识别零因子的频率较低且

发生次数较少．

图１１　大规模筛选试验中零因子被识别为重要因子的频率（对称分布）
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图１２　大规模筛选试验中零因子被识别为重要因子的频率（偏态分布）
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４　结束语

客户化、定制化生产方式的普及使得关于小

样本的统计建模成为突破传统批量制造模式的关

键技术，也是目前质量改进领域所关注的重要问

题．本文针对定制化生产中可能出现的小样本问
题，在利用自举法扩充样本量的基础上，提出了适

用于小样本的三种假设检验过程，并将其融入序

贯分支因子筛选方法用于因子效应的显著性检

验，以实现高效的关键因子筛选，为后续的建模以

及优化奠定基础．通过蒙特卡洛仿真分别验证了
本文所提的三种假设检验方法在两个总体假设检

验问题以及因子筛选问题中的有效性和稳健性，

并得到如下结论．

首先，经典的学生 ｔ检验以及相应的因子筛
选方法在第一类错误方面表现良好，但是第二

类错误较大，尤其是在响应标准差较大且样本

量较小的情形下，几乎不能将重要因子与不重

要因子明确分类，说明了经典的序贯分支方法

基于学生 ｔ检验不适用于本文所讨论的小样本
情形下的因子筛选问题．然而，本文所提的三种
假设检验以及因子筛选方法尽管会导致第一类

错误的增加，但是可以实现以较高的频率识别

出重要因子，而且在因子筛选的问题中，可以实

现不重要因子与重要因子的有效区分．由于第
二类错误意味着是否会丢失一些重要因子，说

明了本文所提方法在小样本因子筛选问题中的

必要性和有效性．最后，通过对比本文所提的三
种方法，更加推荐基于稳健统计量的 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ

假设检验方法（ｒｏｂｕｓｔｓｔａｔｉｓｔｉｃｓｂａｓｅｄＢｏｏｔｓｔｒａｐｆｏｒ
ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅｔｅｓｔｉｎｇ，ＲＢＴ）以及相应的因子筛选
方法 ＳＢＲＢＴ，这是由于 ＳＢＲＳＴ不仅表现出与
另外两种所提方法的相当的有效性，而且在不

同的分布类型下具有较好的稳健性，更加适用

于小样本情形下难以验证响应分布类型的问

题．本文假设样本量在每个设计点下固定且相
等，不等样本量的因子筛选以及给定总试验成

本的样本量分配问题将是进一步值得考虑的研

究方向．此外，在针对具体应用案例的研究中，

小样本问题可能与其他复杂问题夹杂在一起，

例如，定制化生产是导致小样本问题的潜在应

用场景，然而在增材制造熔融沉积成型过程的

质量改进中，质量的一致性、变量类型的多样性

均是值得进一步研究的问题，相关的统计分析

与建模方法仍有待进一步探索．

—００１— 管　理　科　学　学　报 ２０２６年４月
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